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Aufgabe 1. Wir betrachten den R™ mit dem Standardskalarprodukt. Fiir 0 # a € R™ definiere
man eine (n x n)-Matrix S, durch

t
<a’ a> aa -,

wobei E die (n x n)-Einheitsmatrix bezeichne. Zeigen Sie:

S, =F—

(a) Die Matrix S, ist symmetrisch und orthogonal.

(b) Die Abbildung S,: R™ — R" ist die Spiegelung an der Hyperebene H, orthogonal zu a, d.h.
Se(x) =z fiir x € H,, und S, (a) = —a.

Aufgabe 2. Im R3 sei die rechthiindige Drehung um die i-te Koordinatenachse durch einen Winkel
a mit D;(a), i = 1,2,3, bezeichnet. Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, dafl sich jede Matrix
A € SO(3) in der Form

A = D1(a)D2(B)Ds(v)

fiir geeignete Winkel «, 3, schreiben lia8t.
(a) Schreiben Sie die Drehungen D;(«) als (3 x 3)-Matrizen.

(b) Sei nun A € SO(3) gegeben. Zeigen Sie durch Betrachten der Spaltenvektoren von A, daf es
einen Winkel « gibt, so dafl

¥ % %
Di(—a)A=|* * 0
¥k %

(c) Zeigen Sie durch Betrachten der Zeilen der Matrix D;(—a)A, dafl es einen Winkel ~ gibt, so
daB

Di(=a)ADs(—v) =

* O %
* =%
* O ¥

(d) Zeigen Sie, daB sich A in der zu Beginn behaupteten Form schreiben 14f3t.

(e) Zeigen Sie, daB sich A mit geeigneten Winkeln ¢, ¢, 6 auch in der Form
A = Ds(¢)D1(v)D3(0)

schreiben 1af3t.

b.w.



Aufgabe 3. Zeigen Sie, daf} sich jede Matrix aus der orthogonalen Gruppe O(n) als Produkt von
héchstens n Spiegelungen (vergl. Aufgabe 1) schreiben li8t. Uberlegen Sie sich dazu zuniichst, daf
zu u,v € R™ mit u # v und |Ju|| = ||v| stets ein a € R™ \ {0} existiert, so daf S,(u) = v und
Sa(v) = u.

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe bezeichne A stets eine Matrix aus der orthogonalen Gruppe O(3).
Zeigen Sie (auch unter Verwendung der Ergebnisse der vorangegangenen Aufgaben):

(a) A 148t sich in der Form +5,S, fiir geeignete a,b € R3\ {0} schreiben, wobei das + genau
fiir A € SO(3) steht.

(b) Fiir u,v € R3 gilt
A(u x v) = (det A) - (Au x Av).

Verwenden Sie hierzu die folgende Identitit im R3:

det(u, v, w) = (u X v, w).

(¢) A besitzt den Eigenwert det A.

(d) Falls A € SO(3), so gibt es eine Spiegelung S und ein eindeutig bestimmtes v € [0, 27), so
daB
A= SDs(v)8.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, da S so gewihlt werden kann, dal Ses ein Eigenvektor von A
zum FEigenwert 1 ist.

(e) Falls A € SO(3) und A # E, so ist A genau dann symmetrisch, wenn A = —S, fiir ein
a € R3\ {0}.

Aufgabe 5. Sei (V,(, )) ein unitédrer Vektorraum, und es bezeichne ||v|| = \/{(v,v) die zugehérige
Norm. Zeigen Sie, dafl
1 1 .
(v, w) = (Il + wl* = llo = w|®) + Slol” + flwl]* = o - dw][®).

Hinweis: Betrachten Sie ||v — w|? = (v — w,v — w) und |jv — iw|]? = (v —iw, v — iw).
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