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Aufgabe 1. Zeigen Sie, dafl der Raum
{(z,y,2) €R*: 2> 0} \ {(z,9,2) €ER®*: y =0, 0<2<1}

mit der von R? induzierten Topologie einfach zusammenhéngend ist.

Aufgabe 2. Man fasse S! als den Einheitskreis in C auf. Beschreiben Sie den Homomorphismus
for m(SH1) — w1 (ST, £(1)), wenn

(i) f(ew) — ei(0+7r/2)7
(ii) f(e') = e fiir n € Z,

0
10\ _ €, 0 S 0 S Uy
(iii) f(e) = { ei(27r—9)’ T <6 <2

Aufgabe 3. Der komplex projektive Raum CP" ist definiert als der Quotientenraum von
C"1\ {(0,...,0)} (oder S2"*+! c C"*') unter der Aquivalenzrelation

(20y .oy 2n) ~ (Wo, ..., wy) <= IANEC\{0}: (20,...,2n) = (Awp, ..., wy) .

Die Aquivalenzklasse eines Punktes (2o, ... ,2,) bezeichnet man wie im reellen Fall mit homo-
genen Koordinaten [z : ... : z,]. Man kann CP™ auch als den Raum der komplexen Geraden
durch den Ursprung in C**! auffassen.

Die Ein-Punkt-Kompaktifizierung C von C ist definiert als die Menge C = C U {oc}
(d.h. die disjunkte Vereinigung aus C und einer Menge mit genau einem Element, das wir mit
oo bezeichnen), mit der folgenden Topologie: Die offenen Mengen von C seien genau die offenen
Teilmengen von C C C und die Mengen der Form C \ K mit kompaktem K C C.

Zeigen Sie:

(a) C ist tatséchlich ein kompakter topologischer Raum.

(b) C ist homdomorph zur 2-Sphére S2. Uberlegen Sie sich dazu zum Beispiel, daB die stereo-
graphische Projektion

R? 5 52\ {Nordpol} — R? x {0} =C
zusammen mit der Vorschrift Nordpol — oo einen Homéomorphismus S2 — C definiert.
(c) Die Abbildung
cpPt —

[20 : 21] —

C
21/70, falls zg #0
0, falls zg =0

ist ein HomGomorphismus.

b.w.



Aufgabe 4. Seien u und v Schleifen in einer topologischen Gruppe G mit Basispunkt e, dem
Einselement von G. Sei u* v die durch uxv(s) = p(u(s),v(s)), s € [0, 1], definierte Schleife, wobei
u: G x G — G die Multiplikation in G bezeichnet. Zeigen Sie, daf}

wv ~uxv~ou rel {0,1},

und folgern Sie daraus, dal 71 (G, e) abelsch ist.

Bonusaufgabe. (a) Fiithren Sie die Details im Beweis des Satzes 5.4 der Vorlesung aus, d.h.
zeigen Sie Wohldefiniertheit der Abbildung

wlu] o= [ wnd,
und verifizieren Sie die Punkte (i) und (ii) aus diesem Satz.

(b) Verifizieren Sie die Punkte (i)—(iii) aus Satz 5.6 der Vorlesung.

Knobelaufgabe. In der Vorlesung hatten wir eine Triangulierung der projektiven Ebene RP?
mit zehn Dreiecken gesehen. Zeigen Sie, dafl es keine Triangulierung mit weniger Dreiecken geben
kann.

Hinweis: Sei e die Anzahl der Ecken, k die Anzahl der Kanten, und f die Anzahl der Dreiecke
(‘Fliachen’) in einer gegebenen Triangulierung von RP?. Sie diirfen verwenden, dafl stets e—k+f = 1
gelten mufl. (Diese Aussage iiber die sogenannte Euler-Charakteristik von RP? werden wir in der
Vorlesung spiéter diskutieren.) Man schreibe e, fiir die Anzahl der Ecken, in denen m Kanten
zusammentreffen. Beweisen Sie die Identitédten

2k =3f und 2k = Zmem,
m

und benutzen Sie diese, um die Behauptung zu folgern.
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