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Aufgabe 1. Sei A abgeschlossene Teilmenge eines vollstédndigen metrischen Raumes (M, d) und
f: A — A eine Abbildung. Es gebe eine Konstante A € [0, 1), so dafl

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) fir alle z,y € A.

(a) Zeigen Sie, daB es hochstens ein a € A mit f(a) = a gibt. Ein solcher Punkt @ heift Fixpunkt
der Abbildung f.

(b) Sei ein Punkt xy € A beliebig gewéhlt, und die Folge (z,,) in A rekursiv definiert durch
Xy = f(Tp_1), neN

Zeigen Sie, dafl diese Folge in A konvergiert, und daf der Grenzwert ein (nach (a), der)
Fixpunkt von f ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie:

(a) In einem metrischen Raum ist ein Hiufungspunkt einer Folge (x,) stets Grenzwert einer
Teilfolge von (z,,).

(b) Jeder kompakte metrische Raum ist vollsténdig.

Aufgabe 3. (a) Sei
X = {(m,sin(l/x)) eR%: ¢ €R+}U{(O,y) €ER?: —1<y< 1} c R?,

versehen mit der von R? induzierten Topologie. Zeigen Sie, dal X zusammenhingend, aber
nicht wegzusammenhéngend ist.

(b) Zeigen Sie, daf eine offene Teilmenge X C R™ mit der von R™ induzierten Topologie genau
dann zusammenhéngend ist, wenn sie wegzusammenhéangend ist.

Hinweis: Sei o € X ein fest gewihlter Punkt und A C X die Menge der Punkte, die sich
durch einen Weg in X mit zy verbinden lassen. Zeigen Sie, daf§ A offen und abgeschlossen
in X ist.
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Aufgabe 4. Die archimedische Spirale ist die durch

v(t) = (tcost,tsint), teR,

definierte Kurve v in der Ebene.

(a)
(b)

Skizzieren Sie diese Kurve.

Seien a, 8 € R mit o < 8 < a + 27, und R: [o, 3] — RT eine stetige Funktion. In der
Analysis I hatten wir gelernt, dafl die Menge

{(w =rcosp,y=rsing) ER*: a<p< B, 0<r< R(go)}
den Flécheninhalt 5
;| B
hat. Sei A, die Fliche, die berandet wird vom n-ten Umlauf der archimedischen Spirale
(d.h. dem durch 27(n — 1) < ¢ < 27n gegebenen Bogen) und dem Teil der z-Achse, der

die Endpunkte dieses Bogens verbindet. Sei B, := A, — A,_; die Fliche zwischen dem
(n — 1)sten und dem nten Umlauf. Zeigen Sie:

(i) Ay = 47/3, (ii) By = 64y, (iii) B,11 = nBs.

| wwna
0

fiir den ersten Umlauf der archimedischen Spirale. Dabei diirfen Sie verwenden (siehe Bo-
nusaufgabe unten), dafl eine Stammfunktion von f(t) = v/1 + 2 gegeben ist durch

Berechnen Sie die Bogenléinge

F(t) = %t 1+t2+%log(t+ V1+1t2).

Bonusaufgabe. Die Funktionen f und F seien wie in Aufgabe 4(c) definiert.

(a)
(b)
()

Begriinden Sie, warum F' auf ganz R definiert ist.
Zeigen Sie, dafi F differenzierbar ist mit F/ = f.

Zeigen Sie mittels geeigneter Integrationsmethoden, wie man das Integral

b
/ V1+t2dt

berechnen kann, und wie man auf diese Art herleiten kann, dafl eine Stammfunktion von f
durch F' gegeben ist, ohne F' schon im voraus zu kennen.

Hinweis: Die Hyperbelfunktionen sind definiert durch sinhaz = (e* — e~%)/2 (sinus hy-
perbolicus) und coshz = (e* + e~ *)/2 (cosinus hyperbolicus). Skizzieren Sie die Graphen
dieser auf R definierten Funktionen. Verifizieren Sie sinh’ = cosh, cosh’ = sinh, und cosh? z —
sinh? z = 1. Dann bietet sich die Substitution ¢ = sinh 2 an. (Warum ist diese Substitution
zuliissig?)
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