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Ubungsblatt 4

Aufgabe 1. (a) Skizzieren Sie die Kurve in der Ebene, die durch die Gleichung |z|?/3+|y|?/3 = 1
beschrieben wird.

(b) Geben Sie eine Parametrisierung fiir einen vollen Umlauf dieser Kurve an, und berechnen
Sie damit die Bogenlénge der Kurve.

Aufgabe 2. Sei D eine offene Menge im R? und v = (v, v, v3): D — R? ein partiell differenzier-
bares Vektorfeld, d.h. die Komponentenfunktionen vy, v, v3: D — R seien partiell differenzierbar.
Die Rotation von v ist das Vektorfeld rotv: D — R2, definiert durch

(rotv)(z) = (gf;(x) -0 ), S ) - D), SR ) g;;;w) L aeD

(formal kann man die Rotation als Kreuzprodukt interpretieren: rotv = V x v). Die Divergenz
von v ist die Funktion divw: D — R, definiert (wie schon in der Vorlesung) durch

_ 8111 31;2 6’03

(leU)($) = 87551 X 671'2(1: 67333

(x), €D
(formal dive = (V,v)).
Seien v und f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie:
(a) rot(grad f) =0
(b) div(rotv) =0

(¢c) rot(rotv) = grad(dive) — (Avy, Avg, Avs), wobei A = 68—; + 8‘9—; + 33—;2 der Laplace-
1 2 3
Operator ist.

Dabei darf verwendet werden, dafl bei einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion
die partiellen Ableitungen miteinander kommutieren, d.h. ist f: D — R zweimal stetig partiell

differenzierbar, so gilt % (%) = % (%). (Dies wird in der Vorlesung noch gezeigt.)
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Aufgabe 3. (a) Eine lineare Abbildung R™ — R™ sei beziiglich der kanonischen Basen durch
eine (m x n)-Matrix A = (a;;) gegeben. Zeigen Sie, daf fiir alle x € R” gilt:

|Az| < v/nm - max|a;| - [x].
4,3

Hinweis: Wenden Sie die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung auf 3 j QijT; an.

(b) Seien V, W normierte Vektorrdume und L: V — W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dafl
L genau dann stetig ist, wenn es eine Konstante C' € R gibt, so da8

|1 L(z)] < C'lx|

fir alle x € V.

Mit (a) sehen wir, daf8 lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen
stetig sind.

Aufgabe 4. Der Vektorraum M aller (n x n)-Matrizen kann mit R" identifiziert werden, der
Vektorraum S der symmetrischen (n x n)-Matrizen (d.h. Matrizen A € M mit A* = A) mit
R™"+1/2 indem man z.B. die Eintriige a;; mit ¢ < j, d.h. auf und oberhalb der Diagonale, als
Koordinaten nimmt.

Durch A — A®A ist eine Abbildung f: M — S definiert.

(a) Zeigen Sie, dafl f differenzierbar ist, und dafl das Differential d4 f gegeben ist durch da f(h) =
A*h +h*A € S.

(b) Sei E die (n x n)-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dafl d4f: M — S in jedem Punkt A € O(n)
der orthogonalen Gruppe O(n) := f~}(E) C M surjektiv ist.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen, dal man aufgrund dieser Informationen die orthogonale
Gruppe O(n) als sogenannte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n? — nin+1)/2 =
n(n — 1)/2 interpretieren kann.
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