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Analysis 11

Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. Sei D eine offene Menge im R? und v = (v, v, v3): D — R? ein partiell differenzier-
bares Vektorfeld, d.h. die Komponentenfunktionen vy, vy, v3: D — R seien partiell differenzierbar.
Die Rotation von v ist das Vektorfeld rotv: D — R3, definiert durch
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ot = (520 - 20, 520 - ) 52w - T2 e
(formal kann man die Rotation als Kreuzprodukt interpretieren: rotv = V x v).
Seien v und f: D — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Zeigen Sie:

(a) rot(grad f) =0
(b) div(rotv) =0

. . A2 a2 A2
(c) rot(rotv) = grad(divv) — (Awvy, Ave, Avs), wobei A = a%‘;’ + 3073 + ad.Tg der Laplace-
Operator ist.

Dabei darf verwendet werden, dafl bei einer zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktion
die partiellen Ableitungen miteinander kommutieren, d.h. ist f: D — R zweimal stetig partiell

differenzierbar, so gilt % (ng) = % (ng). (Dies wird in der Vorlesung noch gezeigt.)
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Aufgabe 2. Der Vektorraum M aller (n x n)-Matrizen kann mit R" identifiziert werden, der
Vektorraum S der symmetrischen (n x n)-Matrizen (d.h. Matrizen A € M mit A* = A) mit
R*("+1)/2 indem man z.B. die Eintréige a;; mit i < j, d.h. auf und oberhalb der Diagonale, als
Koordinaten nimmt.

Durch A — A®A ist eine Abbildung f: M — S definiert.

(a) Zeigen Sie, dafl f differenzierbar ist, und daf§ das Differential d4 f gegeben ist durch d4 f(h) =
A*h+h*tA e S.

(b) Sei E die (n x n)-Einheitsmatrix. Zeigen Sie, dafl d4f: M — S in jedem Punkt A € O(n)
der orthogonalen Gruppe O(n) := f~}(E) C M surjektiv ist.

Bemerkung: Wir werden spéter sehen, dafl man aufgrund dieser Informationen die orthogonale
Gruppe O(n) als sogenannte Untermannigfaltigkeit des R™ der Dimension n? — nin+1)/2 =
n(n — 1)/2 interpretieren kann.

Aufgabe 3. Sei f: R? — R definiert durch

-y
Ty - m fiir (z,y) # (0,0),

0 fiir (z,y) = (0,0).

f(x’y) =



Zeigen Sie, daf} f {iberall zweimal partiell differenzierbar ist und berechnen Sie explizit die par-
tiellen Ableitungen

of of 9 f 9 [(of O*f _ 0 (of
0% f o%f
i = ? 1 f o9
Gilt axay(O,O) g0z (0,0)? Ist f im Nullpunkt stetig?

Aufgabe 4. Ziel dieser Aufgabe ist es, die Interpretation der Divergenz eines Vektorfeldes als
Quellstirke zu verstehen. Dazu sei ein differenzierbares Vektorfeld v = (vy,...,v,) auf dem R
gegeben. Im Punkt a € R™ betrachten wir den achsenparallelen Wiirfel der Kantenldnge € > 0,
d.h. das Parallelepiped, das von den Vektoren ee;, i = 1,...,n, im Punkt a aufgespannt wird.

Nun lassen wir diesen Wiirfel unter dem Einflufl von v ‘flielen’. Dies bedeutet, dafl sich jeder
Punkt auf einer Bahn v bewegt, deren Geschwindigkeitsvektor 4/(¢) in jedem gegebenen Bahn-
punkt (¢) gleich dem Vektor v(v(t)) ist.

Fiir kleine Zeiten ¢ ergibt sich in erster Naherung, dafl sich der Eckpunkt a des Wiirfels nach
a + tv(a) bewegt, die Eckpunkte a + ce; nach a + ece; + tv(a + ce;). Wir erhalten also ein neues
Parallelepiped, das von den Vektoren

ui(e, t) :==ce; + t(v(a+ce;) —v(a)), i=1,...,n,

aufgespannt wird.
Nun endlich zur Aufgabenstellung: Sei V. (t) das Volumen dieses Parallelepipeds, d.h.

Ve(t) = det(ui(e,t), ..., un(e, 1)),

wobei wir die u; (g, t) als Spaltenvektoren einer (n x n)-Matrix auffassen. Berechnen Sie V/(0), und
zeigen Sie, daf3

V(0

lim =(0)

e—0 ‘/6(0)

Die Divergenz ist also in der Tat ein Mafl dafiir, wie sich ein ‘infinitesimales’ Volumen unter dem

‘FluB’ des Vektorfeldes ausdehnt (bei positiver Divergenz) oder zusammenzieht (bei negativer

= divu(a).

Divergenz).

Bonusaufgabe. Seien D C R” eine offene Teilmenge, f: D — R™ eine differenzierbare Funktion,
und v: (—&,e) — D eine differenzierbare Kurve mit v(0) = a. Zeigen Sie, dafi der Geschwindig-
keitsvektor (7/(0), (f ov)’(0)) der Kurve ¢t — (y(t), (f o¥)(¢)) im R™ x R™ in dem Unterraum

{(h,d,f(h)) €R" x R™: h e R"}

liegt, und daf} jeder Vektor in diesem Unterraum so realisiert werden kann. Wenn man sich die
Tangentialvektoren im Punkt (a, f(a)) ‘angeheftet’ vorstellt, spannen diese also den affinen Un-
terraum

{(a,f(a)) + (h,dof(h)) eR" xR™: h e ]R”}
auf.
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