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Aufgabe 1. Gegeben sei eine stetig partiell differenzierbare Funktion

g: [a,b] x[a,b] — R, (x,t) — g(z,1),

mit deren Hilfe eine Funktion G: [a,b] — R durch G(z) = / g(x,t) dt definiert wird. Zeigen Sie,
dafl G differenzierbar ist, und daf folgende Gleichung gilt: ‘

G'(z) = g(x,z) + /1’ %(x,t) dt.

Aufgabe 2. (a) Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion f: R? — R,
die durch
f(a,y) = 6xy® — 22° — 3y*
definiert ist. Skizzieren Sie die Hohenlinien, das Gradientenvektorfeld, und den Graphen die-
ser Funktion. Die durch den Graphen gegebene Fliche im R? wird als Affensattel bezeichnet
— warum?

(b) Das folgende Beispiel von Peano zeigt, dafi eine Funktion auf dem R? in einem Punkt p kein
lokales Minimum haben muf, selbst wenn ihre sdmtlichen Beschriankungen auf die Geraden
durch p dort lokale Minima haben.

Sei f: R? — R definiert durch
flay) = (y —2®)(y — 227).
Zeigen Sie, daf gilt:

(i) Fiir beliebige a,b € R, (a,b) # (0,0), hat die Funktion ¢: R — R, ¢(¢) := f(at,bt) in
t = 0 ein isoliertes lokales Minimum.
(ii) Die Funktion f hat in (0,0) kein lokales Minimum. Wo gilt f > 0, wo f < 07

Aufgabe 3. Fiir eine stetige vektorwertige Funktion v = (v1,...,v,): [a,b] — R™ ist das Integral

definiert durch . . .
/ o(t) dt == (/ v () dt, .. / v (t) dt).
Es bezeichne | .| die euklidische Norm auf dem R". Zeigen Sie, daf

/abv(t) dt‘ < /ab|v(t)|dt.

Hinweis: Fiir w € R™ gilt aufgrund der Linearitdt des Integrals

</abv(t) dt,w> - Lb<v(t),w> dt.




Aufgabe 4. (a) Sei g: R? — R definiert durch

y—ax? firy > 22,
9(x,y) = 2 .
Sy fir0<y<a?

und g(z, —y) = —g(z,y) fir y > 0.
Zeigen Sie, daB g auf ganz R? differenzierbar ist, aber nicht iiberall stetig differenzierbar.

(b) Die differenzierbare Abbildung f: R? — R? sei definiert durch f(z,y) = (z, g(z,y)). Zeigen
Sie, daff die Jacobische Matrix von f in (0,0) die Einheitsmatrix ist.

(c) Zeigen Sie, daB es in jeder Umgebung von (0,0) Punkte (x,y) # («/,y’) mit f(z,y) = f(a',y")
gibt.

Diese Aufgabe zeigt, dafl der Satz iiber lokale Diffeomorphismen falsch ist, wenn man statt stetiger
Differenzierbarkeit nur Differenzierbarkeit fordert.
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