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Aufgabe 1. (a) Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

(i) Firge (0,1) CcR
. k
Jm > a
k=0

(i)
1P 2244
lim

n—00 n3

(b) Zeigen Sie mittels der Bernoullischen Ungleichung, dafl die Folge

den Grenzwert 1 besitzt. Bestimmen Sie zu vorgegebenem ¢ > 0 explizit ein ng € N derart, dafl
fiir alle n > ng gilt |a, — 1] < e.

Aufgabe 2. Gegeben seien a,7; € RT und k € N, k > 2, mit 2% > a. Definiere rekursiv die Folge
(zn)nen durch

Tpnil =
(a) Zeigen Sie, dafl
Va < 2y < Tp.

Dies bedeutet, dafl die Folge (z,) monoton fillt und nach unten beschrinkt ist, also konvergiert.
Hinweis: Fiir den Beweis der linken Ungleichung diirfen Sie die Ungleichung zwischen dem
allgemeinen geometrischen und arithmetischen Mittel verwenden, siche Bonusaufgabe. Es geht
aber auch mittels der Bernoullischen Ungleichung.
(b) Zeigen Sie, daf nlgréoxn = {/a.

Aufgabe 3. Zeigen Sie sowohl mittels des e-0-Kriteriums als auch mittels des Folgenkriteriums:

(a) Die Funktion
1
fiR\{0) — R, e
ist stetig.

(b) Die Funktion g: Q — R mit g(x) = 0 fiir |z| < v/2 und g(z) = 1 fiir |#| > /2 ist stetig. Wie
sieht der Graph dieser Funktion aus?

b.w.



Aufgabe 4.

(a) Geben Sie ein Beispiel einer Funktion f: R — R, die nur an den Stellen g € Z C R stetig
ist.

(b) Definieren Sie eine Funktion f: R — R wie folgt:
0, falls z € R\ Q;

flx)y=14¢1, falls x = 0;
1/q, fallsz=p/q€ Qmitp € Z,q €N teilerfremd.

Dann ist f stetig in genau den Punkten zy € R\ Q. (Aufgaben dieser Art sind zu lesen als:
“Zeigen Sie:...”)

Bonusaufgabe. Seien aq,...,a; € RT. Dann gilt

1
’“al'...oakSE(a1+-~+ak),

mit Gleichheit genau dann, wenn alle a; gleich sind.

Hinweis: Ersetzt man a1, ..., ag durch Aag, . .., Aay fiir ein A € R, so skalieren beide Seiten der
Ungleichung um den Faktor A. Daher geniigt es, die Ungleichung unter der Annahme a1+ - -+ay, =
k zu beweisen, d.h.

Hay .. vap <1, falls a1 +---+ax =k,
mit Gleichheit genau fiir a; = .-+ = ar = 1. Dies lafit sich induktiv bewerkstelligen. Fiir
ai,...,ag,ap+1 nicht alle gleich 1 (und mit a; + -+ + agy1 = k + 1) konnen wir die Nume-
rierung so wahlen, dafl ay > 1 und apy; < 1. Betrachte dann fiir den Induktionsschritt von &k auf
k+ 1 die k Zahlen a4, ..., a5_1,a} := ax + agy1 — 1.

Knobelaufgabe.
(a) Jede Menge disjunkter Kreisscheiben in R? is abzéhlbar.
(b) Es gibt eine iiberabziihlbare Menge disjunkter Kreise in R2.

(c) Gibt es eine iiberabzihlbare Menge disjunkter Achter in R??
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