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Aufgabe 1. Sei w = f(x)dr eine C* 1-Form auf dem Intervall [0,1] mit f*)(0) = f*)(1)
fiir alle k € Ny. Zeigen Sie, daf} es eine reelle Zahl p und eine C*°-Funktion ¢: [0,1] — R mit
g™ (0) = g™ (1) fiir alle k € Ny gibt, so daB sich w schreiben lisst als

w = pdx + dg.

Dies zeigt, daf} die erste de Rham-Kohomologiegruppe H'(S') der 1-dimensionalen Mannigfaltig-
keit S1 (d.h. des Einheitskreises in R? = C) isomorph zu R ist, da man R/Z (oder [0,1]/0 ~ 1) mit
St identifizieren kann vermdoge der wohldefinierten Abbildung [z] — exp(2miz), wobei [z] € R/Z
die durch z € R reprisentierte Aquivalenzklasse bezeichnet.

Aufgabe 2. (a) Seiw = p(x,y)dv+q(z,y) dy eine auf R?\ {(0,0)} definierte stetig differenzier-
bare, geschlossene 1-Form. Es gebe einen Kreis um den Nullpunkt, so dafl das Integral von
w langs dieses Kreises gleich 0 ist. Zeigen Sie, dafl dann f7 w = 0 gilt fiir jeden geschlossenen
Weg v in R?\ {(0,0)}, d.h. w ist exakt.

(b) Es sei (u,v) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U = R? \ {(0,0)}, d.h.
p— (ulp),v(p)) € R® = T,U

ist eine C''-Abbildung. Es gelte g—;‘ = %. Zeigen Sie, daf} es dann eine reelle Zahl ¢ gibt, so
dafl das Vektorfeld

(ul@sy) = et v(w,y) + o= )

24y’ ‘212

konservativ ist. Dies ist eine alternative Interpretation der Aussage H'(R?\ {(0,0)}) = R.

Aufgabe 3. (a) Sei w eine 2-Form auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Zeigen
Sie, daf§ es eine Basis a1, ..., a, von V* und eine natiirliche Zahl k mit 2k < n gibt, so daf3

w=a1 Nag+ ...+ aokp_1 N\ ag.

(b) Zeigen Sie, daB k eindeutig bestimmt ist durch die Eigenschaft

Wk £0, WFt=0.

b.w.



Aufgabe 4. Die ‘nérdliche’ Hemisphire der Einheitssphire S2 C R3 sei mittels der stereographi-
schen Projektion vom ‘Siidpol’ aus parametrisiert, d.h. fiir (u,v) € R? mit u? 4+ v? < 1 sei ®(u,v)
der Schnittpunkt von S? mit der Geraden durch die Punkte (u,v,0) und (0,0, —1).

(a) Zeigen Sie, daf§

2u 2v 1—u?—o?
Q(u’ U) = ) ) *
T4+u?+0v2" 14+u?+02" 14+u?+02
(b) Berechnen Sie / ®*w fiir die 2-Form
{u2+0v2<1}

w=xdyNdz+ydz ANdx + zdz A dy,

wobei man fiir @ C R? definiert: [, f(u,v) du A dv = [, f(u,v) dudv.
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