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Analysis 111

Ubungsblatt 5

Aufgabe 1. Es sei (R, £, \) der vollstindige Mafiraum der Lebesgue-mefbaren Teilmengen von R mit
dem Lebesgue-Maf3 A, den wir iiber ein dufleres Mafl konstruiert hatten. Zeigen Sie, dafl der Produktraum
(R?, L& L, A® ) nicht vollstindig ist, indem Sie eine Menge M C R? beschreiben, deren dufleres Lebesgue-
MaB null ist — d.h. zu jedem & > 0 existieren endliche Quader Q1,Q2,... mit M C UyZ,;Q, und der
Eigenschaft > >2 (A ® A)(Qn) < € —, die aber nicht A ® A\-meBbar ist.

Hinweis: Wie in der Vorlesung diskutiert, ist fiir eine A ® A-mefBbare Teilmenge N C R? die Menge
Ny :={z € R: (z,y) € N} A-mefBbar fiir jedes y € R.

Dieses Beispiel zeigt, dafl der Produktraum (]RQ, LR L, A® A) nicht identisch ist mit dem vollstdndigen
MaBraum (R?, M,,n) mit der o-Algebra M, aller n-meBbaren Teilmengen, wobei 1 das #uBere Maf
definiert mittels Uberdeckungen durch Rechtecke ist, denn dieser Mafiraum ist vollstéindig nach Lemma 1.5
der Vorlesung. Sowohl £ ® £ also auch M, enthalten aber die Borelalgebra von R?  und dort stimmen
A ® A und 7 nach Konstruktion des Produktmafes iiberein.

Aufgabe 2. (a) Essei f: R — R{ eine integrable Funktion und A das Lebesgue-Maf§ auf R. Zeigen
Sie, dal durch

u(v) = [ sax
Y
ein Mafl auf R definiert wird.
(b) Konstruieren Sie ein Maf3 auf R, fiir das gilt:

(i) n(®) = 1.
(i) N C R ist Nullmenge fiir 4 genau dann, wenn N Nullmenge fiir \ ist.

Aufgabe 3. In der Analysis I hatten wir die I'-Funktion I': RT™ — R kennengelernt, die die Integraldar-
stellung

I(z) = / et dt
0

besitzt. Wir wollen fiir jedes a € RT zeigen, daf T im Intervall (0,2a), d.h. fiir |h| < a, die Potenzreihen-
entwicklung

I(a+h)= Z axh®
k=0
mit
1 oo

== t* e (logt)" dt
k! Jo

ag
besitzt.
(a) Zeigen Sie, daf fiir h € R und ¢ > 0 gilt:

ath—1 —t _ ,a—1 _—t (log )"
t e " =t"""e Z ol h”.
0

[e’s}
k=

(b) Setze
L La-1 —t "~ (logt)* &
fa(t) :=t"""e X h".

k=0

b.w.



Zeigen Sie, daB fiir jedes § > 0 und |h| < § jede Funktion f, majorisiert wird durch die Funktion

F, gegeben durch
F(t) = 1ot le™t  fiir ¢ > 1,
Co |t te Tt fiir t € (0, 1).
(c) Verifizieren Sie, da8 die Majorante F fiir 0 < § < a iiber R integrabel ist.

(d) Folgern Sie mit dem Konvergenzsatz von Lebesgue die angegebene Reihenentwicklung fiir I'(a + h).

Aufgabe 4. In dieser Aufgabe soll mittels des Cavalierischen Prinzips das Volumen 3,, des n-dimensiona-
len Balles {x € R™: |x| < 1} berechnet werden. Fiir einen alternativen Zugang siche Abschnitt 7.8 meiner
Vorlesung Analysis I (abgeheftet in der Bibliothek unter ‘Mathematik I’).

1 n—1
(a) Folgern Sie aus dem Cavalierischen Prinzip die rekursive Formel 8, = 3,—1 - / (\/1 — x2) dz.
-1

/2

(b) Zeigen Sie durch Substitution, daf sich dies auch schreiben 1d8t als 8, = Bn-1 - / cos" tdt.
—7/2

(c) Zeigen Sie mittels partieller Integration, dafi Bam = T - Bam—2 bzw. Bami1 = 2 - Bam—1.
m 2m +1

(d) Zeigen Sie unter Verwendung der elementargeometrischen Werte von 81 und (32, dafl
m 2m+1 . 7Tm

1-3-...-2m+1)

T
Bom = g bzw. Bomi1 =

(e) Benutzen Sie die Eigenschaften der I'-Funktion (siehe z. B. Seiten 131-132 und Abschnitt 7.8 meiner
Analysis I), um diese Formeln einheitlich als 8, = ﬂ"/Q/F(% + 1) zu schreiben.

Bonusaufgabe. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dafl das in der Vorlesung konstruierte Produktmafl p®@v =
1| agn tatséchlich die Produktformel (1 ®v)(Ax B) = u(A)-v(B) erfiillt. Hier war das dulere Mal n: P(X xXY) —
[0, oo] durch

oo

n(M) = inf Y u(A;) - v(B;)

j=1

definiert, wobei das Infimum iiber Uberdeckungen

o0
M C U A]' X B]' (*)
j=1
von M mit abzéhlbar vielen Rechtecken genommen wird.
(a) Zeigen Sie direkt aus der Definition von 7, dafl n(A x B) < u(A) - v(B).

(b) Es sei Ay X By, k € N, eine abzihlbare Familie von disjunkten Rechtecken, deren Vereinigung das Rechteck
A X Bist: A=UpAg X Byg.

o0

(i) Zeigen Sie, daf fiir jedes z € X gilt: Z v(Bi)xa, (x) =v(B) - xa(z).
k=1

(ii) Folgern Sie mittels des Satzes iiber monotone Konvergenz, dafl

I;/Xvwk)-mk di= [ (B)-xadi

gilt, also Z v(By) - p(Ag) = v(B) - u(A).
k=1

(c) Wir betrachten jetzt eine Uberdeckung von M = Ax B der Form (). Konstruieren Sie induktiv eine disjunkte
Uberdeckung mit Rechtecken A} x Bj wie in (b) mit >, pu(A}) - v(By) < >=; #(A; ) - v(Bj). Folgern Sie
dann mit (b), daBl n(A x B) > u(A) - v(B).
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