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Aufgabe 1. Auf R? seien die 1-Formen

wi = (2% —y2)de + (y? — 22)dy — xydz
wo = wi+2xydz

gegeben. Welche der Formen ist geschlossen? Welche der Formen ist exakt? Berechnen Sie die
Integrale von w; bzw. wy entlang der Kurve

~(t) = (cost,sint, ct)

mit ¢ € [0, 27] und ¢ € R eine Konstante.

Aufgabe 2. Es sei v ein konservatives Vektorfeld auf der offenen Menge U C R™, d.h. es gebe
eine Funktion ® € C'(U), so da v(p) = — grad ®(p) € T,U fiir jedes p € U.
Weiter sei v € C?([a, b],U) eine Kurve in U, die dem Newtonschen Bewegungsgesetz

() =v(y(t), t€]ab],

geniigt. Man beweise den Energiesatz

SIS + 2((1(1)) = konst.

Aufgabe 3. Sei w = f(x)dz eine C*° 1-Form auf dem Intervall [0,1] mit £ (0) = f*)(1)
fiir alle & € Ny. Zeigen Sie, dafl es eine reelle Zahl p und eine C*°-Funktion g: [0,1] — R mit
g™ (0) = g™ (1) fiir alle k € Ny gibt, so daB sich w schreiben lisst als

w = pdx + dg.

Wie wir spiiter diskutieren werden, zeigt dies, daf8 die erste de Rham-Kohomologiegruppe H'(S?!)
der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit S* (d.h. des Einheitskreises in R? = C) isomorph zu R ist,
da man R/Z (oder [0,1]/0 ~ 1) mit S! identifizieren kann vermége der wohldefinierten Abbildung
[z] + exp(27iz), wobei [z] € R/Z die durch 2 € R reprisentierte Aquivalenzklasse bezeichnet.
Hier ist H! die Gruppe {geschlossene 1-Formen}/{exakte 1-Formen}.

b.w.



Aufgabe 4. Es sei w = p(x,y)dz + q(z,y) dy eine stetige differenzierbare geschlossene 1-Form
auf einem offenen Rechteck U C R2, d.h. es gelte g—y = a—g. Zeigen Sie, dafl w exakt ist, indem Sie

nachweisen, daf} fiir jeden beliebigen Punkt (a,b) € U die Funktion

flz,y) = /xp(t,b) dt + /by q(z,t)dt

eine Stammfunktion von w ist.

Bonusaufgabe. Zeigen Sie, daf§ das k-dimensionale Volumen Vol (vy, ..., v;) des von den Vek-
toren vy, ...,vx € R™, k < n, aufgespannten Parallelepipeds im R™ gegeben ist durch die Wurzel
aus der Gramschen Determinante det ((v;, Uj>)i,j:1,4..,k'

Hinweis: Wir setzen aus der Linearen Algebra als bekannt voraus, daf fiir k& = n gilt:

Vol (v1, ..., v,) = det(v1, ..., v,),

wobei in dieser Gleichung links das orientierte Volumen gemeint ist, und rechts die Determinante
der (nxn)-Matrix mit den Spaltenvektoren vy, ..., v,. (Der Grund hierfiir ist, dal sowohl Vol;" als
auch die Determinante multilinear und alternierend sind, und auf der Standardbasis den Wert 1
liefern.) Fir £ < n koénnen wir zu den gegebenen Vektoren wvq,...,vp € R™ weitere Vektoren
Ukt1,---,Un € R"™ so wihlen, dafl (v;,v;) =0 fiir i # j und j =k +1,...,n, sowie (vj,v;) =1 fiir
j=k+1,...,n. Esist dann geometrisch plausibel (und darf im Beweis verwendet werden), daf
Volg (v1, ..., v,) = | Voly (v1, ..., vn).
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