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1 Einleitung

P (t) Preis von Anleihe i zur Zeit t, i =1,...,n
T Anzahl an Einheiten der Anleihe i
V (t) =>", x;P; (t) Wert eines Portfolios mit x; Einheiten von Anleihe i

Arbitrage tritt auf, falls

e wir in der Lage sind zur Zeit Null ein Portfolio zu konstruieren, das den
Wert 0 hat

e zu einem festen Zeitpunkt T in der Zukunft uns dieses Portfolio mit
Sicherheit einen Gewinn ausschiitten wird

Formal:

Das Prinzip von No-Arbitrage besagt, dass solche Arbitragemdoglich-
keiten nicht existieren. Arbitragefreiheit bedeutet auch, dass



e wir kein risikoloses Portfolio konstruieren kénnen, das mehr als die risi-
kolose Zinsrate zuriickbringt

e wenn zwei Porfolios A und B in Zukunft mit Sicherheit identische Cash-
flows ausgeben, dann miissen A und B auch in der Gegenwart denselben
Wert haben (Gesetz des einzigen Preises)

2 Fundamentales Theorem vom Asset Pricing

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P das natiirliche (“die Welt
abbildende”) Wahrscheinlichkeitsmaf ist. r(t) sei stochastisch. Der Bankkon-
toprozess B (1) sei wie folgt definiert

B (t) = B(0) exp(fot r(s) ds)

Definition. Ein (cadlag) stochastischer Prozess W auf R heifit Standard
Brownsche Bewegung, falls

o WO =0
e W hat unabhéngige Zuwéchse
° Wt ~ N (0, t)

Ein d-dimensionaler Prozess W, wobei (W) unabh. Brownsche Bewegungen
sind, heifit d-dimensionale Brownsche Bewegung
X; = pt + oW, heifit (4, 0?)-B.B.

Diese letzte Gleichung fithrt zu einer stochastischen DGL der Form
dX(t)=pt, X (t)dt+o(t, X () dW (t)

(vgl. Bauer S.429).
Betrachte nun wieder den Bankkontoprozess B;. Es gilt

dB (t) = r(t)B(t)dt

Insbesondere fehlt also der Brownsche dW (t)-Term, was heifit, dass 02 =

0
ist. Deswegen beschreibt man den Bankkontoprozess als risikolos, obwohl r(t)
stochastisch ist.



Definition. Ein Portfolio (Strategie) ist eine Menge von Wertpapieren und
wird festgelegt durch einen Vektor o; = (¢?, ..., ™) mit ! Anteile am Wert-
papier i zur Zeit t.

Negative Anteile entsprechen Verkéufen.

Eine Strategie, bei der kein Geld entnommen oder hinzugefiigt wird, heif3t
selbstfinanzierend.

Ein Claim h (= eine nichtnegative mefibare Zufallsgrofie h) ist duplizierbar,
falls eine selbstfinanzierende Handelsstratergie ¢ existiert, mit Vr(¢) = h.
Das Modell heifit vollstindig, wenn alle Claims duplizierbar sind.

Definition. Zwei Verteilungen P und Q heiflen dquivalent, P ~ @), wenn fiir
alle Ereignisse A P (A) = 0 genau dann gilt, wenn @ (4) = 0.

Fundamentales Theorem vom Asset Pricing. (i) Die Entwicklung von
Bondpreisen ist arbitragefrei genau dann, wenn ein Mafl Q existiert, das zu P
aquivalent ist, und unter dem fiir alle T der diskontierte Preisprozess Pg(’g) fiir
alle t: 0 <t < T ein Martingal ist.

(ii) Gilt (i), dann ist der Markt genau dann vollsténdig, wenn Q) das eindeutige
P(t,T)
B(t)

Maf ist, unter dem ein Martingal ist.
Das Mafl Q wird auch dquivalentes Martingal Maf} genannt.

Korollar. Es gilt

Pt,T)=Eq [exp (— ftT'f’(S)ds> ’]_—t}

mit F; o-Algeba erzeugt vom Preisverlauf bis zur Zeit t und Eg Erwartungs-
wert bzgl. des dquivalenten Martingal Mafl Q.

Bemerkung. Sei X eine F;-meflbare Zahlung fiir ein Derivat, zahlbar bei T,

und V (t) der faire Wert des Kontrakts. Dann ist der diskontierte Preisprozess
V(1)

B0 auch ein Martingal unter Q. Daher

V(t)=Eq [exp <— ftTT (s) ds)X | .7-}}



3 Long-Term Spot Rate

Definition. [ (t) = limy_ R(t,T) bezeichnet man als Long-Term Spot
Rate (falls dieser Limes exisiert).

Da Zero-Coupon Bonds nur Laufzeiten von hochstens 30 Jahren haben, ist
es nicht moglich [ (t)-Daten exakt zu betrachten. Die Werte miissen statistisch
geschitzt werden.

Dybvig-Ingersoll-Ross Theorem. Angenommen, die Entwicklung der Zinss-
trukturkurven sind arbitragefrei. Dann nimmt [ (¢) fast sicher nicht ab.

4 Faktoren

Definition. Ein 1-Faktor Modell ist ein Modell, bei dem es nur eine einzige,
eindimensionale Quelle von Zufilligkeit gibt.

Ein Beispiel ist die eindimensionale Brownsche Bewegung. In einem solchen
Modell sind alle Preisverinderungen perfekt (wenn auch nicht linerar) mitein-
ander korelliert, dh. kennen wir die Verdnderung in einer Grofle (z.B. r (1)),
dann kennen wir die Verdnderung im Preis von allen Anleihen.

Definition. In einem Multi-Faktoren Modell gibt es mehr als eine Quelle
der Zufalligkeit.

Ein Beispiel fiir einen Zwei-Faktor Modell ist die 2-dimensionale Brownsche
Bewegung (mit der Short-Term Rate 7 (¢) und ihrer Volatilitdt o (r (¢)) Die
Preisverédnderungen sind nicht perfekt korreliert. Gibt es m Faktoren, so kennt
man mit den Verdnderungen der Preise von m Bonds auch die Verdnderungen
aller anderer Bonds.

5 Ein Bond ist ein Derivat

Definition. Unter einem Derivat versteht man ein Produkt, dessen Preis
vom Preis anderer Produkte abhéngt oder davon abgeleitet wird.

Die offensichtlichste Form von Derivaten sind Optionen. Aber auch Bonds
selber sind Derivate: der Preis von jedem Bond ist abgeleitet von dem Wissen
iiber die Short Rate 7 (t), die den Basispreis beeinflusst.
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6 Put-Call Paritat

Betrachte européische Call und Put Optionen mit demselben Ausiibungsdatum
T, und einen S-Bond als Underlying mit Preis P (t,.S) mit S > T'. Sei

p(t),c(t) Preis vom Put/Call zur Zeit t
K Basispreis der Optionen

Betrachte zwei Portfolios

(A) Eine Call Option und K Einheiten vom T-Bond, P (¢,T")
(B) Eine Put Option und eine Einheit vom S-Bond, P (¢, .5).
A und B haben identische Auszahlungen zur Zeit T, denn:

e Der Wert von A ist max {P (7, S) — K,0} + K = max{P (T,S),K}

e Der Wert von Bist max {K — P (T,S5),0}+P (T,5) = maz{P (T,S5), K}

Wegen dem Gesetz des einzigen Preises miissen die Werte von Portfolio A und
B auch zu fritheren Zeitpunkten gleich sein. Daher muss gelten:

c(t)y+ KP(t,T)=p(t)+ P(t,5) ,Put-Call Paritit*

Die Put-Call Paritdt sagt zwar nichts iiber den konkreten Wert von p (¢) und
¢ (t) aus, sie stellt jedoch eine Beziehung dar, der jedes Modell in einem arbi-
tragefreien Markt geniigen muss.

7 Modelltypen

Es gibt zwei Haupttypen:

1.Equilibrium und Short-Rate Modell

Equilibrium Modelle bauen auf der Funktionsweise der Okonomie auf. Sie
beriicksichtigen die verschiedenen Risikopriferenzen der Anleger und versu-
chen ein Gleichgewicht (,, Equilibrium*) zwischen Angebot und Nachfrage her-
zustellen.

Short-Rate Modelle werden oft als Equilibrium Modell bezeichnet. Dies muss
jedoch nicht immer stimmen und ist im Allgemeinen sehr schwer nachzuweisen.



2. No-Arbitrage Modell
Der Ausgangspunkt dieses Modells ist die beobachtete Zinsstruktur zum aktu-
ellen Zeitpunkt. Zukiinftige Preise entwickeln sich arbitragefrei und konsistent
mit ihrer anfdnglichen Preisstruktur.



