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Aufgabe 1. (4 Punkte)

Es seien (Ωi,Fi, Pi) W-Räume (i = 1, 2, ..., n), und es sei P ein W-Maß auf
(×n

i=1Ωi,⊗
n
i=1Fi). Für Ai ∈ Fi setze man

A′

i := Ω1 × ... × Ωi−1 × Ai × Ωi+1 × ... × Ωn .

Man zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

1) für alle i ∈ {1, ..., n} und alle Ai ∈ Fi gilt P[A′

i] = Pi[Ai] ,

und P[
n
⋂

i=1

A′

i
] =

n
∏

i=1

P[A′

i
].

2) für alle i ∈ {1, ..., n} und alle Ai ∈ Fi gilt P[A1 × ... × An] =
n

∏

i=1

Pi[Ai] .

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei λ das Lebesguemass. Für α > 0 sei

fα : R → R (t, u) 7→ (1 + |t|α + |u|α)−1 .

Man prüfe, für welche α > 0 die Funktion fα λ2-integrierbar ist.

Hinweis:
Seien für i ∈ N die Abbildungen fi := Ω → R, fi ≥ 0 und F , Borel-messbar

auf (Ω,F , µ). Dann gilt:
∫

( ∞
∑

i=1

fi

)

dµ =
∞
∑

i=1

∫

fi dµ.



Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei Ω = [0, 1) und F = B([0, 1)). Das Mass P sei definiert durch

P[A] =
1

ln 2

∫

A

1

1 + x
dx

für alle A ∈ F .
Sei weiter eine Abbildung T : (Ω,F) → (Ω,F) definiert durch

T (x) =

{

( 1

x
) : x ∈ (0, 1)

0 : x = 0 .
,

wobei (z) = z − [z], i.e. (z) ist der nichtganzzahlige Anteil von z > 0.
Zeige:

1) Die Abbildung T ist P-masserhaltend.

2) Die Abbildung T ist nicht λ-maßerhaltend, wobei λ das Lebesguemass ist.

Hinweis: Eine messbare Abbildung f : (Ω,F) → (Ω,F) heisst µ-
masserhaltend, wenn für das durch µ∗ := µ(f−1(A)) auf F definierte
Mass gilt

µ∗ = µ .


