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Aufgabe 1. (4 Punkte)

Seien für i ∈ N die Abbildungen fi := Ω → R, fi ≥ 0 und F , B (Borel)-
messbar auf (Ω,F , µ).
Man zeige:

∫

(

∞
∑

i=1

fi

)

dµ =
∞

∑

i=1

∫

fi dµ .

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Es seien f ,g reelle, F , B (Borel)-messbare Abbildungen auf (Ω,F , P). Man
zeige:

a) Die Integrierbarkeit von f + g impliziert i.a. nicht die

Integrierbarkeit von f und g.

b) Sind die Familien {f−1(A) : A ∈ B} und {g−1(A) : A ∈ B} unabhängig,

so folgt aus der Integrierbarkeit von f + g die Integrierbarkeit von f und g.

Hinweis: {f−1(A) : A ∈ B} und {g−1(A) : A ∈ B} unabhängig heisst:

P
[

A1 ∩ A2

]

= P[A1] · P[A2]

für jede Wahl von Ereignissen A1 ∈ {f−1(A) : A ∈ B} und A2 ∈ {g−1(A) :
A ∈ B}.



Aufgabe 3. (4 Punkte)

Es sei (Ω,F , µ) ein Maßraum, und sei ν ein endliches Maß mit der Dichte f

bzgl. µ (
∫

A
f dµ = ν(A)).

Man zeige: für alle ǫ > 0 existiert ein δ > 0 so dass, für A ∈ F gilt

µ(A) < δ ⇒ ν(A) < ǫ .

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Es seien (Ω,F , µ) ein Maßraum und P1, P2 W-Maße (d.h. P1[Ω] = P2[Ω] = 1)
auf F mit Pi[A] =

∫

A
fi dµ für i = 1, 2.

Man zeige:

sup
A∈F

∣

∣P1[A] − P2[A]
∣

∣ =
1

2

∫

|f1 − f2|dµ .

Hinweis: Man zeige zunächst: Ist g integrierbar mit
∫

g dµ = 0, so gilt
∫

|g|dµ = 2
∫

g+ dµ = 2
∫

g− dµ.


