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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Sei 7 : Q@ — N U {oo} eine Stoppzeit zu (F)nen. Seien S, : @ — R F-
messbar fiir jedes n € N und Sy sei Foo 1= O’( U .7-"n>—messbar. Setze
n=1
Sr(w) = Sry(w) fir we.
Dann ist S; : Q@ — R F,-messbar.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Sei x,, € R, n € N eine Folge. Setze Sp(w) := zy, fiir alle w € Q. Man zeige
mit F, := {0, Q}:

Sn, n € N ist ein Martingal < z,,, n € N ist konstant,

Sn, n € N ist ein Submartingal < x,,, n € N ist monoton wachsend.

Gebe ein Beispiel fiir ein Submartingal an, welches kein Martingal ist.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Es sei Xg =0 f.s. und fiir alle k € N gelte

1
PlX =1|Xr =0 =P|X =—-1Xy =0= ——
[(Xky1 = 1| X = 0] [(Xkt1 | X}, = 0] 211
1
PIX =0Xy=0=1— ——
1
P[Xpi1 = (k+1)- XplXp #0] = —— =1 — P[Xpp1 = 0] X5, £ 0] .

E+1



a) Zeige, dass es sich bei (X,)neny um ein Martingal bzgl. der Filtration
Fn)nen handelt, wobei F,, = o(Xp, ..., Xy).

b) Konvergiert (X,,),en nach Wahrscheinlichkeit (stochastisch)?

¢) Konvergiert (X, )nen fast sicher?

Aufgabe 4. (4 Punkte)

Wir haben eine Urne mit einer roten und einer schwarzen Kugel. Wir ziehen
eine Kugel und legen dann zwei der gleichen Farbe zuriick.

Es bezeichne k, die Anzahl der roten Kugeln in der Urne nach dem n-ten
Zug, ko = 1. Nach dem n + 1 Zug hat man dann

n+2

kn . mit Wahrscheinlichkeit 1 — p,, = 2t2=kn

{ kn+1 :  mit Wahrscheinlichkeit p, = %2
kn+1 =
n+2

a) Zeige, dass der Prozess {p,} ein Martingal bzgl. der natiirlichen Filtration
ist.
b) Zeige, dass p,, — poo fiir eine ZV poo € (0, 1).

Bemerkung: 0 € N



