Seminar Versicherungsrisiko und Ruin
am 07.07.2009 von Hanna Klotz

Fortgeschrittene Ruintheorie Il

1. Einleitung

In letzten Vortrag wurde die Zufallsvariable T,, eingefiihrt, die die Zeit des Ruins kennzeichnet. Die Verteilung von T,
ist wichtig da PrifT,, < t) die Wahrscheinlichkeit angibt, dass sich der Ruin vor oder zur Zeit t ereignet. Mit anderen
Worten, wenn wir die Verteilung von T;, kennen, dann sind wir in der Lage die ,Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher
Zeit” zu berechnen bzw. abzuschadtzen. In diesem Abschnitt betrachten wir die exakte und die approximierte
Ermittlung der Dichten und der Momente von T,,.

2. Die Laplace Transformation von T,

Definiere eine Funktion ¢ durch @(u,8) = E[e ™8T

I(T,, < ) wobei 6 ein nicht negativer Parameter ist, den wir in
diesem Abschnitt als den Parameter einer Laplace Transformation betrachten, und I ist die Indikatorfunktion, d.h.
I(A) = 1, wenn das Ereignis A eintritt und 0 sonst. (In Abschnitt 5 betrachten wir eine Funktion dhnlich zu ¢ und in

dieser Funktion ist die Interpretation von §, dass es der Zinssatz ist.)

Wir kénnen die Integro-Differential-Gleichung fiir ¢ herleiten indem wir die Technik der Bedingung auf die Zeit und
den Betrag der ersten Forderung verwenden. Es folgt:

o, 8) = E[e™*TI(T, < )| = E[E[e T I(T, < ©)|T1]] = f0°° le ™ . E[e 9Tu (T, < 00)|T; = t]dt
= [, e - E[E[e T I(T, < )|T; = t]y]]dt

= fooo e (fuoict f(x)dx)e % dt + fooo Ae=H ( 0u+Ct f)eu+ct —x,6) dx) e Stdt

[ee]

u+ct

= fooo de He=0t f(;HCt () + ct —x,8) dxdt + fooo Ne A0t f(x) dxdt (1)

e—(@+8)t

Substitutionvons =u+ct <t = % in Gleichung (1) ergibt

— A [® L —(+8) (s~ s _ A —(A+68)(s— o
o, ==]"e smw/e [P F)e(s — x,8) dxds + I, e (s=w/e [~ f (x) dxds
und Differenzieren dieser Gleichung nach u ergibt

—SA—s6+uld +ué ) _ 146 ( —SA—s6+uld +ud

[da %(e c c ) und e~ A+OG—W/e = 00 = 1 fir s = w und es gilt F(o0) = 1]

c

— o 8) =2, 8) =2 f)' fu — )p(x, 8) dx — % (1 = Fw)). (2)

Gleichung (2) ist eine allgemeine Gleichung, die fiir verschiedene Formen von F gelést werden kann.
Fur den Rest des Abschnittes konzentrieren wir uns auf den speziellen Fall, dass F(x) =1 — e ™, x > 0.
Dann, wenn wir flr beide f und F einsetzen in Gleichung (2), erhalten wir

[daF(u)=1—-e™ = 1-Fuw=e ™ undf(u—x)= %F(u —-Xx) = %(1 — e W=)) = _gemau=)]

i(p(u: 6) = /1:—5<p(u, 6) - %f(;l ae‘“(u_x) (P(X, 6‘)dx _%e—au (3)

Ju
= M(p(u’ 6‘) — %e—au f()u ae’ (p(x’ 6)dx _ %e—au

c



Differenation ergibt

a? A+60

A u A A
— ,—au ax __,-au au _(_ ,—au
auzqo(u, 5) . au(p(u, &) + [ace J(-) ae™p(u,d) dx -e ae™p(u,6)|—( a)ce

_ A6 0 ar gy (U ax _al L2
=——oW 8 +—e™™ [fae™pw,6)dx ——p, ) +—e

ad ad
—az-p (u,5)+T<P w,8)
so dass

02 5) 4 G, 6_/1+aa 6+a6 s
auzqo(u,) aaufp(u. ) = - au<p(u,) C o(u,6)

oder

92 A48\ @ 5
2 ow8) + (¢ = 22) L pw,6) - L p(u,6) = 0.

(4)

Die allgemeine Losung von Gleichung (4) ist @ (u, 8) = k;,e”s% + ke ~Rs% wobei ps > 0, —Rs < 0 die Wurzeln der

- . . . 2
charakteristischen Gleichung von (4) sind, welche ist s% + (a - %5) ©@

Da ¢(u,8) < Y(u) gilt lim,_, », @(u, ) = 0 und es folgt, dass k; = 0und k, = @(0,6) ist,
> Es gilt also: @(u, 8) = ¢(0, 5)e Rst

da lim(e?s*) = o0 und lim(e Rs¥%) = 0.

u— oo u— oo

Um ¢(0, &) zu finden setzen wir (0, 8)e~Rs% fiir ¢ (u, &) in Gleichung (3) ein und erhalten

A+6 N A
—Rs9(0,8)e Rs% = Ttp(O, 5)e Rsu — E_f ae @) p(0,8)eRe* dx — Ee_““
0

A48

—R _% _ 1
p(0, 8)e o — Do (0,6) L

A+ (@Rp)u _ 1) — 2=
; (ea Rs)u 1) Ce au

—a(u—x),—Rsx — —au+ax—Rgx — p—au (a—Rg)x — p—au 1 (a—Rg)x
[da [(e e R )dx = [(e ) dx = e~ [e(@R)x gy = ¢ —e(@=Ro)x],

Wenn wir diese Identitat umstellen erhalten wir

Ato 54)(0 §)e Rsu —a—le_““qo(o %)) ! e g—Rsu +a—/1e_““<p(0 %)) LI /—16
c ’ c """ a—Rg c "“a—Rs ¢
A+6 al 1 ai 1 A

— —Rsu — . —au | __ _—

¢(0,0)e ( c c a—R5)+e (c (p(0,6)a_R5 c)

c c a—Rjs

0,6 —R«su(R
®(0,6)e s+ Ca—R, ¢

—au

A+6 ar 1 >+e_au<a_/1<p(0,6)_/_1>=0

§——= 0 (5), und k;und Kk, hdngen von § ab.

was uns ¢(0,6) = 1 — Rs/a gibt, da —R5 < 0 die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist und somit gilt, dass

A+6 al 1 -1 a— Rs)R A+38)(a—R al
gy 4 AH0_ah _ (a=R)Rs  (A+8)@=Ry) ad
c ca—Rs a—Rgs -1 —c c
— , al RsA abé Rs6 ak
= (—aR5+R5 ——+———+—+—)
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= L (Ry? = (= 2) Ry - )
_a—Rg(R(S (OI c R5 =0
—R A+S a1\ _ o —au (P 908) A\ _ al9(08) A
also ¢(0,6)e 5“(R5+T Ca_Ra)—Oundsomlte ““(C—Q_Ra C)—O= —
Rs

A c
9(0,8) =-(@—Rs)—=1-—

¢ a—Rs
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Unter Verwendung von Gleichung (5) folgt: @(u,8) = 0 - ePs% + ¢(0,8)e Rs¥ = (1 — 11—5) e Rsu (6)

Beachte, dass wir mit § = 0 erhalten ¢(u,0) = E[e %™« (T, < )] = E[I(T, < ®)] = ¥(u) und R, ist der
Anpassungskoeffizient, also gibt Gleichung (6) die endgiiltige Ruinwahrscheinlichkeit als einen speziellen Fall an.
Ausgegend von Gleichung (5) finden wir

—A=8+ca+y/(ca—6—21)%+4ca
Rs = » (7)

und mit diesem Ausdruck kdnnen wir Gleichung (6) nutzen um sowohl die Momente als auch die Dichtefunktion von

k
T, zu finden. Um die Momente zu finden beachten wir, dass (—1)* aa?qo(u, 6) s—o E[TkI(T, < )]. (*)
So kdénnen wir durch wiederholte Differentation der Funktion ¢ die Momente von der Zeit des Ruins erhalten.

Zum Beispiel %(p(u, 8 = —}i—‘se‘RS“ -(1- %)R;Sue‘RS“, und mit Gleichung (7)

—ca+5+A+2ca=5+A1+ca

s o 2[Cca—s—A)-(=D+2c] | _ 1 e a2 L
Rs = ” 1+ e oTiae | 2C< 1+((ca—6—-)“+4céa)?2 (6+A1+ ca)),
: 1 Atca 1 Atca 1 —ca+A+i+ca 21 A .
welches uns RO - 2_c<_1 + W) T 2 (_1 + ca_—/'l) 2 ca—A7 T 2c(ca-2)  clca—=2) gibt.
QNS

Ry ist der Anpassungskoeffizient mit Ry = @ — A/c und so E[T,I(T, < »)] £ %e‘RO“ + (1 - %) RyueRox,

Division durch Y (u) = (1 — %)e_RO” ergibt die erwartete Zeit des Ruins, unter der Bedingung, dass Ruin eintritt,

_R_b. a a—Ry a _ ctlu . _ .
durch  E[T,] =72 + (=2 Ryu (a_RO) = T+ Rou = wobei T, =T, : T, < oo.

Héhere Momente von T;, . kdnnen in dhnlicher Weise gefunden werden.

Lasst uns nun @(u, 6) schreiben als ¢(u, ) = f0°° e % w(u, t) und wir wollen w identifizieren. Beachte, dass
E[e™%T«] = E[e9™«|T,, < o] Pr(T,, < ®) + E[e®Tu|T, = oo| Pr(T, = ) = E[e™°Tuc|yp(u).

6T,

u = e_‘STu

Ferner gilt, dae™ I(T, < o) (weil jede Seite dieser Gleichung e °Tu ist wenn T,, < oo und sonst null ist),

dass E[e0Tu[(T, < )| = E[e™0T] = E[e™0Tuc|yh(w) und somit E[e0Tuc| = (pzlf? )) so dass @(u, 8) /i (u) die
Laplace Transformation von T, ist.

Da T, . die Dichtefunktion ——1/)(u t) hat, folgt, dass w(u, t) = —1/J(u t), da

Y (u)dt
Ele™™] = E[e™Me]p(w) = [ ™ ue o Zpu, O)de - p(w) = [ e0Mue T Dt

Wennwirés =1—Rs/a <= —Rs = (&5 — 1)a = —a(l — &5) setzen, dann ist
(au)/ _R_é' j+1
~(1-2)

0w, 8) = & exp{—a(l — &)u} = exp{—au} & T2 0(“56“) = exp{—au} T2,

=exp {ésu) =$s

. R 1
Ferner gilt 1 —7‘5 = E(ca+7\+6 —\/(ca' -85 —1)*2 +4cé‘a)
und da (ca — 8 — 1) + 4cba = (ca + A + §)% — 4cal ist, gilt:

Y (ca+6+l)2—4—clr1 ]+1

. - —5=1)2
@ (u, §) = expif-au} X7, (“]#!Y ca+A+8—/(ca—6—2)2+4cda

2ca



und diese Laplace Transformation kann Term fiir Term invertiert werden.
Zuerst setzen wirs = ca + A 4+ 6 und a = 2V caA, so dass wir schreiben kdnnen

(@) (s—VsZ=az) "' o ] vo ( )J (s—5T=a?y !
=Y \2c

¢(u, 6) = exp{—au} Z] =0 (2¢q)i+1 il ~ 7 2 J!

Viele Inversions-Probleme sind geldst durch Nachschlagen in Tabellen der Laplace Transformation und wenn wir das

tun finden wir, dass wenn gilt 8*(6) = fooo e OB(t) dt = (5 — M)v dann giltB(t) = 1]%lylv(at) wobei
ty2n+v

L(®) = e

AulRerdem beachten bemerke wir, dass fir eine Funktion h und eine positive Konstante b gilt:

Jy e e h(x)dx = []" e=@FD¥ h(x)dx = h* (8 + b).

Unter Verwendung dieser beiden Ergebnisse folgern wir, dass ¢ (u, §) die Laplace Transformation von

— ] i j+i
w(u, t) _ exp! au— (/1+ca)t}z (Zu_c) (;+1)(2v. cal) Ij+1 (Zt ,_CCZA) <t

2cat J!

———— eine abgewandelte Bessel-Funktion der Ordnung v genannt wird.

Wir kénnen die Dichte von T, . erhalten, welche wir bezeichnen mit w, (u, t), mittels Dividieren von w(u, t)

durch ¥ (u), ergibt day(u) = (1 — —) Rov = (1-1+ —)e (acc%)” ist

xp {—(1 It—— J
wc(u,t)zep{ chta t C}Zfoo( ) (1+1)(2;/!—) -+1(2t /_ca/l). (8)

Man bemerke, dass obwohl Formel (8) kompliziert erscheint, sie trotzdem direkt mit mathematischer Software
auszufiihren ist. Obwohl diese Naherung nicht zu Lésungen fiir die Dichte der Zeit des Ruins (unter der
Voraussetzung, dass Ruin eintritt) fiir andere individuelle Schadenswert-Verteilungen zu fiihren scheint, ist die
Bedeutung der Gleichung (8), dass sie einen Weg eroffnet solche Dichten zu approximieren. Der Grund dafiir ist, das
wir einen klassischen Risiko Prozess approximieren kénnen unter Benutzung der De Vylder's Methode, und fiir den
approximierten Risiko Prozess ist die Dichte der Zeit des Ruins von der Form die durch Gleichung (8) gegeben ist.

3. Anwendung des diskreten Zeit Modells

Angenommen, dass wir fir manchen (kleine) h > 0 ¥ (u, jh) ausrechnen kénnen mit j = 1,2,3, ..., und dass wir
auBerdem Y (u) berechnen kénnen. Dann ist eine einfache Approximation fiir die Dichte von T, .. bei jh gegeben
Y wjh)—¢@,(-1h)
hp (u)

Untere Verwendung der Methode, die in Abschnitt 7.9.2 (vor zwei Wochen) beschrieben wurde kénnen wir die
Ruinwahrscheinlichkeit sowohl in endliche als auch in unendlicher Zeit approximieren und dann kénnen wir die
Approximation mit j = 1/[(1 + 8)] verwenden. Tabelle 8.1 zeigt einige exakte und approximierte Werte der
Dichtevon T, . fir u = 40,4 = 1, die individuellen Schadenswert-Verteilung ist exponentiell mit Mittel 1 und c = 1.1.

(9)

durch den Differentenquotienten

Die exakten Werte wurden mit Formel (8) berechnet,

Table 8.1 Exact and approximate values of the density of T, .., wihrend die approximierten Werte unter Verwendung
xponential claims der Formel (9) und den Methoden, die in Abschnitt 7.9.2

;’_‘, — PR (vor zwei Wochen) l:'>eschriebe'n v.vurd.en, mit f = 2
- e berechnet wurden. Die Genauigkeit dieser Methode
_l;;:: ::((:8_1:?2 (‘:881 :T;) kénnte bewiesen werden durch Verwendung eines
300 0.001 82.7 ();()UI 82(; groReren Wertes fur 8, aber die Zahlen in Tabelle 8.1
i::;; f:(‘:(‘:(‘)i:j) 0.001 258 zeigen an, dass diese Methode zur Berechnung der
600 MW)%% :;::(())8:;'6) Dichte von T, . zuverlassig ist, und in den numerischen
Z:;‘: :::;3:)’;2» 0.000 394 Beispielen, die in Abschnitt 4 folgen, verweisen wir auf
; SR 0.000271 die Dichten, die mit dieser Methode als die exakte

900) 0.000 189 0.000 189
1000 0.000 132 0.000 133 Dichten berechnet wurden.




4. Numerische lllustrationen

Wir illustrieren nun die Erweiterung der De Vylder's Methode, wie sie am Ende von Abschnitt 2 beschrieben wurde,
durch Betrachtung zweier Beispiele. In beiden Fallen zeichnen wir die Dichte vonT, ., die durch Naherung des
vorherigen Abschnitts mit f = 20 berechnet wurden, zusammen mit der Dichte von T, . in De Vylder's
approximierenden Uberschuss Prozess.

Als eine erste lllustration betrachten wir den Fall wenn die individuelle Schadenswert-Verteilung eine gemischte
exponentielle Verteilung ist mit F(x) =1 — %e‘zx - %e"‘/z fur x > 0, so dass die Verteilung Mittel 1 und Varianz

2 hat. Setzeu =60, A =1und 6 = 0,1, sodass P(60) = 0,025. (Dieser Wert wurde mit der Methode aus
Abschnitt 7.9.2 berechnet mit § = 20.)
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X Bild 8.3 zeigt die exakte und die
P ! approximierte Dichte-Funktion, aber sie
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0.0008 \\\ und zeigen, dass die De Vylder
0.0006 L Approximation  in  diesem  Fall
0.0004 \\\\ ausgezeichnet ist.
0.0002 e
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Figure 8.3 Exact and approximate density of 7, . when F is a mixture of two

exponentials.

Als eine zweite lllustration betrachten wir eine weitere gemischte exponentielle Verteilung als individuelle
Schadenswert-Verteilung mit F(x) = 1 — 0,0040e00146x _ 0 1078¢~01902x _ (0 8882¢ >°146X fijr x >0
Diese Verteilung hat Mittel 1 und Varianz 42,2. Setze u = 400,1 = 1 und 6 = 0,25, so dass ¥(400) = 0,039.

0.0008
0.0007 | Bild 8.4 zeigt die exakte und die
approximierte Dichte-Funktionen und in
0:0008 diesem Fall kdnnen wir sehen, dass die
0.0005 beiden Dichtefunktionen sehr eng
0.0004 zusammenliegen, aber nicht so nah wie in
— Bild 8.3.
0.0002 In diesem Bild sind die Werte der exakten
e Dichte groRer als die der approximierten
J— Dichte fiir kleinere Werte von t.
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Figure 8.4 Exact and approximate density of 7, . when F is a mixture of three

exponentials.

Es ist interessant, dass die auf De Vylder's Methode basierende Approximation so gut funktioniert, besonders weil
De Vylder's urspriingliche Intention war eine einfachere Funktion zu approximieren, ndmlich 1. Die Approximation
arbeitet nicht unter allen Umstdnden gut, aber wenn die Ruinwahrscheinlichkeit klein ist (vielleicht im Bereich von
1% bis 5%) und die momenterzeugende Funktion der individuellen Schadenswert-Verteilung existiert, dann scheint
die Methode gute Approximationen der Dichte von T, . zu geben.



5. Dividenden

Nun betrachten wir ein Problem wo ein Versicherungsportfolio benutzt wird um die Dividendenertrage der
Aktiondre dieser Versicherungsgesellschaft vorzuschreiben. Lasse u den anfinglichen Uberschuss bezeichnen und
lasse b = u eine Dividenden-Barriere sein. Immer wenn der Uberschuss das Level b erreicht wird der Pramienertrag
den Aktioniren gezahlt als Dividende bis die nidchste Forderung erfolgt, so dass in diesem abgesnderten Uberschuss-
Prozess der Uberschuss niemals ein héheres Level als b erreicht. Es ist leicht zu zeigen, dass es sicher ist, dass der
Ruin fiir den abgeanderten Uberschuss-Prozess schlieRlich eintreffen wird.

Lasst uns annehmen, dass die Aktionire den anfinglichen Uberschuss u bereitstellen und das Defizit bei Ruin zahlen.
Eine interessante Frage ist wie der Level der Barriere b gewahlt werden sollte um den zu erwartenden vorhandenen
Wert des Netto-Einkommens der Aktionare zu maximieren, unter der Voraussetzung, dass es kein weiteres Geschaft
nach dem Ruin mehr gibt. Wir definieren V (u, b) als den erwarteten jetzigen Wert der Dividenden zum Zinssatz §,
die den Aktiondren vor dem Ruin zu zahlen sind. Y, ;, als das Defizit bei Ruin und T, ;, als die Zeit des Ruins, so dass
E[YulJ exp{—6Tu,b}] den erwarteten vorhandenen Wert des Defizits im Ruin angibt. Dann wollen wir b so wahlen,

dass L(u,b) =V(u,b) — E[Yu'b exp{—5Tu,b}] —u
maximal ist und um sich mit dieser Frage zu befassen miissen wir die Komponenten von L(u, b) betrachten.

Wir kénnen einen Ausdruck fiir V(u, b) finden durch die Standard-Technik der Bedingung auf die Zeit und den Betrag
der ersten Forderung. Wir bemerken, dass fiir u < b —wenn keine Forderung vor der Zeit 7 = (b — u)/c eintritt -
dann erreicht der Uberschuss-Prozess Level b zur Zeit 7. Also gilt fir0 < u < b

V(u,b) = f:o Ae=* e~ y(b, b)dt + fOT e g =0t f0u+Ct OOV (u + ct — x,b) dxdt

= e~ ATy (b, b) + [T Ae~ A+ [T )V (u + ct — x, b) dxdt.

. N — . . b—
durch die Substitutions = u + ct &t = % erhalten wir (mitt = Tu S b=ct+u)

2 b s
V(u,b) = e~ A+Ob—w)/cy(p p) + Ef e~ (A+d)(s—u)/c f f(x)V(s —x,b)dxds
0

u
und durch Differentation beziiglich u bekommen wir

—bA —b6 +uld +ud ) A+6 < —bA —b6 +ul +ud

[da %(e c ; ¢ ) und e~ AH+OG—W/e = 0 = 1 fijr s = u]

ZV(ub) =22V(u,b) = [} f(V(u— x,b) dx. (10)

c

Ebenso — unter Berlicksichtigung der Dividenden-Zahlungen vor und nach der ersten Forderung — haben wir

V(b,b) = [ e~ W*Ocs, dt + [ Ae~ O+t [0 F(V (b — x, b) dxdt (11)

St

wobei §; = g der angesammelte Betrag der Zahlungen zum Zinssatz 6 als Raten von 1 pro Zeiteinheit Giber (0, t)

zurzeit t ist. Integration der Gleichung (11) liefert uns

V(b b) = ——+-2

=+ [T FOOV(b —x,b) dx. (12)

5t _
[da Ae~(“+8t . Y Gl A—C(e_(“‘s)t L8t — e=(1+0)) = %C (et — e=(+9)t) und Integration folgt

) )
/10(1 L 1 _u+6)t)°°_/16<1 1 )_Ac<—l—6+l)_le( =) )_ c
s\—1° TZa+5° ., d\CATZ(+e)  s\Caa-0) s\ Z+as) " a+s



und auRerdem gilt noch fooo Ae~ @Ot gp = 2
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Ausgehend von Gleichung (10) finden wir
- LA L f V(b — x,b) = V(b, b) f V(b - x,b)d
2 +00u ey A+6 < ' ,1+5 feV (b —2x,b) = Aafx(x)x
was uns zusammen mit Gleichung (12) die Randbedingung %V(u, b)| ., =1 gibt,
u=
A b

da ﬁa—V( )| T $+mf0 f)V(b—x,b)dx — fo fOV(b—x,b)dx = m

Beispiel: Sei F(x) = 1 — e™®*, x > 0. Finde einen Ausdruck fur V (u, b).

Losung: Schreibe Gleichung (10) wie folgt —V( ,b) = mV( ,b) — —f ae o= JC)V(x b) dx (13)

die Differentialgleichung zweiter Ordnung ergibt sich dann zu
92 A+6
V@ b) + (@ =22) 2V (u, b) = 2V (u,b) = 0.

Die charakteristische Gleichung dieser Differentialgleichung ist die gleiche wie die von Gleichung (5) und es
folgt, dass

V(u,b) =y ePs¥ + y,e Rov (14)

wobei ps und —Rs die Wurzeln der Gleichung (5) sind, y; und y, hdngen von 6 und b ab und die
Randbedingung gibt

ViP5 €”0” —yaRpe 0P = 1.

Wir kénnen nun die Funktionsform (14) von V (u, b) in die Gleichung (13) einsetzen wie in unsere Herleitung
von @ aus dem letzten Abschnitt mit den dort verwendeten Argumente ergibt sich ))% =-Z ; % und so
) _
(a—pglefs “—(a—Rg)e_Rﬁ
(a—ps)psels™—(a—Rs)Rse”

V(u,b) =

Rsu*

Seinun ¢, (u) = E[Yu_b exp{—&Tu_b}]. Dann erhalten wir wieder durch Bedingung auf die Zeit und den Betrag der

ersten Forderung und egal ob die erste Forderung vor der Zeit T eintritt oder nicht

op(u) = [y Ae™AHO [ (y —u—ct)f(y)dydt + [ Ae= O [Z(y — b)f(y) dydt

_ [e9) _ b
+ [ Ae=H0 [N £(3)py (u + et — y) dydt + [T Ae~ A [0 £(3) gy (b — y) dydt

das fihrt nachdem man die Standart-Substiution s = u + ct gemacht hat zu

_(A+&)u

A+5
ce. ¢ @p(u) —f Ae”

(A+6)

f (v - $)f () dyds + f 2e” f (v — b)F () dyds

b Q8 S o b
+j le” ¢ j f@)@y(s —y) dyds +f le‘“*‘s)s/cf f ey (b - y) dyds
u 0 b 0



Differentation fiihrt dann zu

2oy () =y (w) — %ff(y —wf)dy == [} FOep = y)dy, (15)

dapy@) =te o ([ ae™ =) dyds + [ e [ Df () dyds ) +

1 @40 /) (” —(A+8)s/c
fet e (I AeT T Iy FOIeu(s = y) dyds + [ e U [T £y, (b - y) dyds)
und somit
0 o6+ 1 (48)u A+8)s [* _(A+8)s [
@ =g e ¢ (AT | G-wfody+0+AeT ¢ | fOIpu=y)dy +0
u 0
Ferner gilt

0 o) b
op(b) = fo Ae—0HO [o+ fb (v = b)) dy + 0+ fo f(y)wb(b—y)dy] dt

/1+5U - b)f(Y)dY+jf(y)<pb(b y)dy]

und wie Gleichung (15) ergibt

P5() = 5| o-proras f FO)0ntb =)t
d+41
da 2 <pb(u)——qob(u)+ f v -—wfdy+- ff(y)sob(u y)dy
¢ 0 p u p
= op (W) =5—— = pp (W) + 5+/1 f O -wf») y+6+/1 fof(y)sob(u—y) y
0
S =g 5| [ o-uoa s [oeu-nal

erhalten wir die Randbedingung

a —
7 Pb (u)|u:b =0

Beispiel: Sei F(x) =1 —e™**, x > 0. Finde einen Ausdruck fir ¢, (u).

Losung: Durch Fortschreiten wie in der L6sung von Beispiel 1 erhalten wir

a 6+4 A oo _ A _ _
— gy (w) =%<pb(u) —2 [0 —wae™ dy =2 [ ae ™ @ Vg, (y) dy (16)

und demzufolge 5oz (pb (w) + (a - ﬂ) op(u) — _‘Pb (w) =0.

Es folgt daraus, dass ¢, (1) = n,ePs¥ + n,e Rst (17)

wobeij wieder ps und —Rs die Wurzeln der Gleichung (5) sind und n1 und n, von § und b abhdngen.
Fortfahren wie in der Lésung zum Beispiel 2 und Einsetzen der Funktionsform (17) von @y, (u) in Gleichung
(16) ergibt



1 a a
L _ M + n2 (18)

a atps a—Rgs

R.e—Rsb
und die Randbedingung ergibt n,ps e’s* —n,Rse k% = 0, so dass — = 6—b .
n2  psefs
Division der Gleichung (18) durch n, ergibt
yl

_ 1 (a+ps)(@—Rs)psels® 1 _
M2 = 2 atospsero FitarpmeeFor uUndda c(a+ps)(a—Rs) =7

(weil psRs = abd/c und R — ps = a — (A + §)/c ) haben wir

(u) _ 1 ps ePs b_R6u+R5e_R6b+p6“
o ac (a+ps)ps e”d P +(a—Rs)Rse R s

b

Flr den Rest dieses Abschnitts setzen wir voraus, dass individuelle Schadenswert-Verteilung exponentiell ist mit

arithmetischem Mittel 1/a, so dass wir eine explizite Losung fur L(u, b) haben.
Wenn wir die Ableitung von L(u, b) nach b nehmen finden wir nach ein paar Vereinfacherungen, dass

—(a+ps el + (a = Ry)eho 2
+ Psb — (@ — Rs)Rs*eRob
G 73 s €957 ¥ (a = Ry)Rye Ry (4 F P Ps e = (@ = RRy %)

A psRs(ps+Rs)ePs R ((a + ps)ePs™ — (a — Rg)e Rov)
ac ((a + ps )ps e?sb + (a — Rs)RseRsb)?2

9 L) =
op WP =

und es ist leicht zu zeigen, dass diese partielle Ableitung null ist, wenn

(@ +ps)ps ePs? — (@ — Ry)Rs*e~Rsb = ;—CP(sRa(Pa‘l‘Ra)e(p“_R“)b-

Die Losung von Gleichung (19) ist der optimale Barriere-Level unter unserem Kriterium der Maximierung des zu
erwartenden Wertes des Netto-Einkommens der Aktionare. Genau genommen haben wir das nicht bewiesen und

wir sollten die zweite Ableitung von L(u, b) berlcksichtigen. Bild 8.7 veranschaulicht L(u, b) fiir einen Bereich von
Werten von b wenna =1, A =100, c =110 und § = 0,1 ist, resultierend in ps = 0,00917 und Rs = 0,09917.

(19)

»,_\\‘\\\
u=230 /// e

-
\\

S
S
&
I
\
|
/
/
/ /

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Barrier, b

Figure 8.7 L(u. b) for different values of 1.

Wie aus Gleichung (19) klar ist, ist der optimale Barriere-Level unabhangig von u und so wird Gleichung (19) zu
0,0088e”s? — 0,88589¢Rsb = 0,00895¢(Ps—Rs)P

und die optimale Barriere ist 43,049.



