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Seminar Versicherungsrisiko und Ruin 
Prof. Dr. H. Schmidli  
23.06 Ying Zhou 

Klassische Ruintheorie 

7.8 Die Laplace Transformation der Überlebenswahrschein 

lichkeit 

In diesem Abschnitt sehen wir, wie φ  durch die Laplace Transformation bestimmt ist. 

Def: Sei h(y) eine Funktion für alle y≥ 0. Die Laplace Transformation ist definiert als  

*h (s) =  
0

( )sye h y dy
∞

−∫

 
Eigentschaft von Laplace Transformation: 

(1) Seien ,  zwei Funktionen, deren Laplace Transformationen existieren, und seinen 1h 2h 1α  

und 2α  zwei Konstanten. Dann gilt: 

1 1 2 2
0

( ( ) ( ))sye h y h y dα α
∞

− +∫ y =   * *
1 1 2 2( ) ( )h s h sα α+

(2) Laplace Transformation eines Integrals: Sei h eine Funktion ,deren Laplace Transformation 

existiert und sei H(x)= . Dann gilt:  
0

( )
x

h y dy∫ * *( ) ( ) /H s h s s=

(3) Laplace Transformation einer Ableitung: Sei h eine differentierbare Funktion, deren Laplace 
Transformation existiert. Dann gilt: 

0

( ( ))sy de h y d
dy

∞
−∫ *( ) (0)sh s h−y =  

(4) Laplace Transformation einer Faltung : Seien , wie oben, definiere, 

h(x)= . Dann gilt:  

1h 2h

1 2
0

( ) ( )
x

h y h x y dy−∫ * * *
1 2( ) ( ) ( )h s h s h s=

(5) Laplace Transformation einer ZV : sei X� H, wobei H(0)=0. Dann gilt:  

E[ sXe− ] = . 
0

( )sye dH y
∞

−∫
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Falls die Verteilung stetig ist und mit Dichte h, gilt es : 

E[ sXe− ] =  *( )h s

 

Wir können die Eigenschaft der Laplace Transformation benutzen um φ  wie folgend zu 

bestimmen:  

Aus (7.6) haben wir 
0

( ) ( ) ( ) ( )
ud u u f x u x

du c c
λ λφ φ φ= − −∫ dx  

.3Eig
⇒  *( ) (0)s sφ φ− = 

0 0

( ( ) ( ) ( ) )
u

sue u du f x u x dx du
c c
λ λφ φ

∞
− − −∫ ∫  

                 = 
0 0 0

( ) ( ) ( ) )
u

su sue u du e f x u x dx d
c c
λ λφ φ

∞ ∞
− −− −∫ ∫ ∫ u  

                 =  * *( ) ( ) ( )s f s
c c

* sλ λφ φ−  

* * *( ) (0) ( ) ( ) ( )cs s c s f s sφ φ λφ λ φ⇔ − = − *  

*
*

(0)( )
(1 ( ))
cs

cs f s
φφ

λ
⇔ =

− −
                              (7.12) 

Falls *f  eine rationale Funktion ist, können wir φ  bestimmen  durch 

Invertieren von *φ   
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7.9 Rekursive Berechung 

In diesem Abschnitt beschreiben wir zwei rekursive Methoden, die zur Grenze und Approximation 
der Ruin/Überlebenswahrscheinlichkeit führen. 
 

7.9.1 Die Verteilung des maximalen Gesamtverlusts 

Um die rekursive Formel (4.22) zu benutzen müssen wir zuerst zeigen dass Φ  die 
Verteilungsfunktion von einer zusammengesetzten geometrischen ZV ist.   

Def. & Bez.: Der Gesamtverlust Prozess { }( )L t  ist definiert als ( ) ( )L t S t ct= −   . ∀ 0t >

s.d.  ( ) ( )U t u L t= −

L: der maximale Gesamtverlustprozess 
Bem 1:  ist VF von L. Φ

 Beweis. Wir wissen  ( ) [ ( ) 0]u P U tΨ = <

 =>    ( ) [ ( ) 0u P U tΦ = ≥ ∀ 0]t >

[ ( )P L t u= ≤    ∀ 0]t >

[ ]P L u= ≤   �  

wir wissen , L ist eine nicht negative ZV =>(0) 0L = (0) [ 0]P LΦ = = . 

Bem 2: 1(0) m
c

λ
Ψ =  

Beweis. Wir wissen ,  ~ ( )L uΦ (0) [ 0]P LΦ = =

nach Eigenschaft 5 der Laplace-Transformation 

  *

0

( ) [ ] ( )sL suL s E e e d u
∞

− −= = Φ∫

iX
0

(0) ( )su de u
du

∞
−⎛ ⎞= Φ + Φ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ du  
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*(0) ( ) (0)s s= Φ + Φ −Φ  

*( )s s= Φ  

( )
(7.12)

*

(0)
1 ( )

cs
cs f sλ

Φ
=

− −
   (7.16) 

 ( ) [ ]*
0 0| |sL

s sL s E e E−
= =⎡ ⎤= =⎣ ⎦ 1 1=  (*). 

Und durch l´Hopital haben wir aus (7.16) 

*
0( ) |sL s =

*
0

(0)

( ) |s

c
dc f s
ds

λ =

Φ
=

⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

NR: 

*

0

( ) ( )
Def

syf s e f y d
∞

−= ∫ y  

 => *

0

( ) ( )syd df s e f y dy
ds ds

∞
−= ∫

0

( )syd e f y dy
ds

∞
−= ∫

0

( )syye f y dy
∞

−= −∫  

=> *
0 0

0 0

( ) | ( ) | ( )sy
s s

d
1f s ye f y dy yf y dy

ds

∞ ∞
−

= == − = − = −∫ ∫ m  

 

*
0( ) |sL s =  =

1

(0)c
c mλ
Φ
−

 

(*)

⇒  
1

(0)1 c
c mλ
Φ

=
−

 

=> 1(0) 1 m
c

λ
Φ = −  => 1(0) m

c
λ

Ψ =   �  

 
Bem 3: L ist zusammengesetze geometrische ZV. 
Beweis.  
wir wissen S(t) ist ein zusammengesetzeter Poisson.-Prozess, und besitzt unabhängige und 
stationäre Zuwächse.  
⇒  L(t)=S(t)-ct besitzt auch unabhängigen und stationären Zuwächse. 

Definiere : Betrag vom i-ten Zuwachs (zu dem neuen Niveau des Gesamtschadens) iL

Wir wissen der maximale Gesamtverlust ist größer als Null, wenn der Überschuss unter dem 

Anfangskapital fällt, und mit der Wahrscheinlichkeit (0)Ψ .  
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⇒  P(N=n) = P( , ,...... ,1 0L > 2 0L > 0nL > 0tL = für t>n) 

           = P( )P( )......P( )P(1 0L > 2 0L > 0nL > 0tL = für t>0) 

         =  (0) (0)nΨ Φ

d.h N hat eine geometrische Verteilung 

wir wissen dass  unabhängig und identisch und unabhägig von N ist.  iL

⇒L ist zusammengesetzt geometrisch verteilt.                   �  
 

Jetzt betrachten wir die Verteilung von . 1L

Setze   k: die zugehörige Dichte  1( ) [ ]K x P L x= ≤ *
1[exp{ }]k E sL= −
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Bem. ( )
1

1( ) 1 ( )k x F x
m

= −  

Beweis: Wir wissen 
4.22

[ ] [ ( | )sL sL ]E e E E e N− −=  

 *[ ( ) ]NE k s=  

  *

0
( ) ( )n

n
k s P N n

∞

=

= ⋅∑ =

  *

0
( ) ( (0)) (0)n n

n
k s

∞

=

= ⋅ Ψ Φ∑

  *

0
(0) ( ( ) (0))n

n
k s

∞

=

= Φ ⋅Ψ∑

 
.

*Re

(0)
1 ( ) (0

geom

ihe k s
Φ

=
− Ψ )

        (7.18) 

aus (7.16) haben wir 
( )*

(0)[ ]
1 ( )

sL csE e
cs f sλ

− Φ
=

− −
 

=>
( ) **

(0) (0)
1 (0) (1 ( )

cs
k scs f sλ

Φ Φ
=

−Ψ− − )
 

( )
1(0)

* *

1

1( ) 1 ( )

m
c

k s f s
m s

λ
Ψ =

=> = −  

=> ( )
1

1( ) 1 ( )k x F x
m

= −  

die Verteilung von  ist stetig, d.h. falls wir (4.22) benutzen um 1L Φ  zu approximieren, müssen 

wir zuerst diese Verteilung diskretisieren. 
Nach Abschnitt 4.7.1  machen wir folgendes:  

Definiere ,
1

N

i
i

L Lα α
=

= ∑ , N : zusammengesetzt geometrisch verteilt, ,{ }i iLα 1
∞
=  iid.  

,iLα  hat die Verteilungsfunktion (entsprechend der diskretisierten Verteilung) Kα  und die 

Wahrscheinlichkeitsfunktion  für x=0,1,2... , ( 1) (xk K x K xα = + − )

 für : , d.h.0x ≥ ( ) ( )K x K xα ≥ Kα ist eine obere schranke von K. 
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Analog können wir eine diskretisierte Verteilung Kβ erstellen, die untere Schranke von K ist. 

Definiere ,
1

N

i
i

L Lβ β
=

= ∑ , N wie oben, ,{ }i iLβ 1
∞
=  iid mit VF Kβ und Wahrscheinlichkeitsfunktion 

 für x=1,2,3... , ( ) ( 1)xk K x K xβ = − −

 für 1x ≥ : ( ) ( )K x K xβ ≤  

 ( ) ( ) ( )K u K K uα βα≥ ≥  für   0u ≥
(5.17)

* *( ) ( ) ( )K u K u K uα β=> = =

( ) [ ] [ 0] [0 ]u P L u P L P L uΦ = ≤ = = + < ≤  

  und N =n] 
1

(0) [
n

P L u
∞

=

= Φ + ≤∑

1
(0) [ | ] [ ]

n
P L u N n P N n

∞

=

= Φ + ≤ = ⋅ =∑  

*

1
(0) (0) (0) ( )n n

n
K u

∞

=

= Φ + Ψ Φ∑      (7.19) 

=>      (7.20) [ ] [ ] [P L u P L u P L uα ≤ ≥ ≤ ≥ ≤ ]β

]

]

und  [ ] [ ] [P L u P L u P L uα β< ≥ < ≥ <

 für :  und 0u > [ ] [P L u P L uα α< < ≤ [ ] [ ]P L u P L uβ β< < ≤  da Lα , Lβ  

diskret sind. 

 Wir finden die Grenze von Φ : [ ] ( ) [P L u u P L uβ α ]≤ ≤ Φ ≤ < . 

,1Lα  und ,1Lβ  sind diskrete ZV,  ( ) [ ]u P L uα αΦ = ≤ , ( ) [ ]u P L uβ βΦ = ≤  

nach 4.22 => 
,0

(0)(0)
1 (0)kα

α

Φ
Φ =

−Ψ
 

für u=1,2,3,...  ,
1,0

1( ) (0) (0) ( )
1 (0)

u

j
j

u k
kα α
α =

⎛ ⎞
Φ = Φ +Ψ Φ −⎜ ⎟−Ψ ⎝ ⎠

∑ u jα

jβ

 

und  (0) (0)βΦ = Φ

für u=1,2,3,...  ,
1

(0) (0) (0) ( )
u

j
j

k uβ β
=

Φ = Φ +Ψ Φ −∑  
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7.9.2 Rekursive Berechnung in einem diskreten Zeitmodell  

In diesem Abschnitt wird erklärt wie die Ruinwahrscheinlichkeit in unendlicher Zeit und in 
endlicher Zeit von einem diskreten Zeit-Risikomodell approximiert wird. 
 
Def.: Im klassischen Risikomodell definieren wir die Ruinwahrscheinlichkeit in endlicher Zeit als 

  für s mit 
( )

1

( , ) [ 0
N s

i
i

u t P u cs x
=

Ψ = + − <∑ 0 ]s t< ≤  

wobei N(s) ~Poisson ( )sλ  

setze 1(1 )c mθ λ= +  , 1 1mλ = =  

Die Approximation wird in 3 Schritten konstruiert 
1. Schritt: Diskretisieren. 

  Für i=1,2,3,... ersetze ix  durch 1,ix , wobei 1,ix  diskrete ZV verteilt auf  0, 
1
β

, 
2
β

, ... , 

für  0β > . Die Verteilung von 1,iX  soll so gewählt dass sie eine gute Approximation zu der 

Verteilung von iX  ist. 

Definiere  für ein s, mit 
} ( )

1 1
1

( , ) [ (1 ) 0
c N s

i
i

u t P u s xθ
=

Ψ = + + − <∑ , 0 ]s t< ≤  

Dann ist  eine gute Approximation zu 1 ( , )u tΨ ( , )u tΨ  

2. Schritt: Die monetäre Einheit ändern.  

Für i=1,2,3... definiere 2, 1,i iX Xβ=  

definiere 
( )

2 2,
1

( , ) [ (1 ) 0
N s

i
i

w t P w s Xθ β
=

= + + − <∑ 0 ]s t< ≤

)

 für s, mit  Ψ

Beh.: 2 1( , ) ( ,u t u tβΨ = Ψ  

Beweis: ] 
( )

2 1
1

( , ) [ (1 ) 0
N s

i
i

u t P u s Xβ β θ β β
=

Ψ = + + − <∑ ,

    {

( )

1,
10

(1 ) 0
N s

i
i

P u s Xβ θ β
=>

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + + − <⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  
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( )

1,
1

(1 ) 0
N s

i
i

P u s Xθ
=

⎡ ⎤
= + + − <⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  

    1 ( , )u t= Ψ  

3. Schritt: Zeiteinheit ändern.  

Setze 
1

(1 )
λ

θ β
=

+
 , d.h. das Prämieneinkommen pro Zeiteinheit ist 1. 

Def.  für s, mit 0
* ( )

3
1

( , ) [ 0
N s

i
i

w t P w s xβ
=

Ψ = + − <∑ 2, ]s t< <    (7.22) 

Wobei  hat Poisson Verteilung mit *( )N s 1 (1 )
sm
θ β

=
+

 

=> 3 2( , (1 ) ) ( , )w t w tθ βΨ + = Ψ  

=> 3( , ) ( , (1 ) )u t u tβ θ βΨ ≈ Ψ +  

d.h.  gibt die Ruinwahrscheinlichkeit in stetiger Zeit. 3 ( , )u tΨ

Wir können 3   approximieren durch ( , )u tΨ
1

( , ) [ 0
n

d i
i

u t P u n Z
=

Ψ = + − ≤∑  für ein n mit 

n=1,2,3,...t] 

Wobei Zi hat eine zusammengesetzte Poisson Verteilung mit 
1

(1 )
λ

θ β
=

+
 und individueller 

Schadenzahlung wie 2,iX  

=> ( , ) ( , (1 ) )du t u tβ θ βΨ ≈ Ψ +  

 

7.9.3 Numerische Illustration 

In diesem Abschnitt betrachten wir die numerische Illustration von den Approximationsmethoden. 
1. Illustration 

( ) 1 xF x e−= −  ,  0u ≥ 0x ≥

wir wissen fur , 0u ≥
1( ) exp

1 (1
uu θ

)θ θ
⎧ ⎫−

Ψ = ⎨ ⎬+ +⎩ ⎭
 

um die Methode der Grenze in 7.9.1 zu benutzen setzen wir  
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1 1m =  ( ) ( ) xk x f x e−= =  0,1θ =  

 

7.2 zeigt die Werte der Grenzen von ( )uΨ .  

Mit wachsendem  werden die unteren Grenzen wachsen und die oberen Grenzen fallen, und  
zum Beispiel mit u = 30 erhalten wir auf zwei Nachkommenstellen gerundete Grenzen 0.06, dann 

ist auf zwei Nachkommenstellen = 0.06  

κ

( )uΨ

und mit wachsendem  ist es möglich noch mehr übereinstimmende Nachkommastellen zu 
erhalten.   

κ

7.3 zeigt wie man die Approximation durch Mittelwertbildung der Grenze erhält. Dies gibt eine 
sehr gute Approximation, besonders wenn κ =100 ist. 
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7.4 zeigt die Approximation unter Anwendung der rekursiven Berechnung von 7.9.2 
 
2.  Illustration 

Individuelle Schadenforderung hat Verteilung Pa(4, 3) 
 es gibt keine explizite Lösung für Ψ  

aber man kann Ψ  gut approximieren 
 

7.5 zeigt mit Methoden von 7.9.2  
 für k=100 ist der Wert sehr nahe vom echten Ψ . 
 

7.10 Approximative Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeit 

Idee von De Vyldersche Methode: Wir approximieren die Wahrscheinlichkeit vom absuluten Ruin 

von einem klassischen Risikoprozess  durch einen klassischen Risikoprozess 

 mit folgende Eigenschaften: 

t 0{U(t)} ≥

t 0{U(t)} ≥
%

⇒  = u U(0)%

⇒  Poisson Parameter ist λ%  
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⇒  Das Prämieneinkommen pro Zeiteinheit ist  c%

⇒  Die Verteilung der individuellen Schadenzahlung ist  ( ) 1 exp{ }F x xα= − −% %  

Aus (7.11) ( ) 1 exp{ ( ) }u uλ
c c

λφ α
α

= − − −  für F(x) =1 xαe−−  x≥ 0 

foglt    ( ) 1 exp{ ( ) }u u
c c
λ λφ α
α

= − − −
% %

%%
% % %

 

und durch Momentvergleich können wir λ% , ,c% α% bestimmen. 

1. setze E[U(t)] = E[U (t)] %

⇒  u + ct + 1mλ = u + t + c% λ% t/α%  

⇒   = c +  c% 1mλ  + λ% /α%  

2. setze  =  2[( ( ) [ ( )]) ]E U t E U t− 2[( ( ) [ ( )]) ]E U t E U t−% %

wir wissen U(t)-E[U(t)] = -S(t) + 1m tλ    

        ⇔  V[S(t)] = V[ ] ( )S t%

⇔  2
2 2 /mλ λ α= % %  

3. setze =  3[( ( ) [ ( )]) ]E U t E U t− 3[( ( ) [ ( )]) ]E U t E U t−% %

        ⇔  Sk[S(t)] = Sk[ (t)] S%

⇔   3
3 6 /mλ λ α= % %  

⇒α% =   23 /m m3

⇒ λ% =  3 2
2 39 / 2m mλ

⇒ 2
2 33 / 2c m mλ=%  

und die Voraussetzung für die Anwendung der De Vylderschen Approximation ist die Existenz von 
den ersten 3 Momenten der individuellen Schadenzahlung.  
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