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4.1 Einleitung

Wir betrachten in diesem Kapitel die Gesamtforderungen im Laufe eines Jahres. Beim Abschluss eines
Versicherungsvertrages weill der Versicherer nicht, wie viele Forderungen auf ihn zukommen werden, und wenn
Forderungen zukommen ist die GroBe der Forderungen ebenfalls unbekannt.

4.2 Modell

Die Gesamtforderungen bezeichnen wir mit der Zufallsvariable S
Die Anzahl der einzelnen Forderungen bezeichnen wir mit der Zufallsvariable N
Zufallsvariable X; bezeichnet die Grofe der Forderung i.

N
Daraus folgt: S :Z X,

(Fir N = 0 (keine Forderungen) ist auch S = 0).
Wir modellieren X; als nicht-negative Zufallsvariablen mit einem positiven Mittelwert.

Annahmen:

1. {X i}?il sind unabhéngige und gleichverteilte ZV
2. N ist unabhéngig von X;

1. bedeutet, dass die Groe der Forderungen i keine Auswirkungen auf die GroBe der Forderung j#i hat und dass die
GroBen im Betrachtungszeitraum gleichverteilt sind.

2. bedeutet, dass die Anzahl der Forderungen nicht von der Grofe der Forderungen abhéngt.

4.2.1 Die Verteilung von S

Notation:

G (x) = Pr (S <x) ist Verteilungsfunktion von S
F (x) = Pr (X; <x) ist die Verteilungsfunktion von X
pn = Pr (N = n) ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir » Forderungen, n = 1,2,3,...

Also:

o0

G(x)=Pr S<x=2 r(S<xund N=n)

Pr(S<xund N=n|=Pr(S<x| N=n)Pr(N=n]

n

ZXin

i=1

PF(SSx| N=n)=Pr =F("*](x)




P, F"x] mit PO =1 firx=0; 0sonst.  (4.1)

n

™

Firx>0 G(x)=
1

1

Falls die Einzelforderungen X; nur auf ganzen Zahlen verteilt sind mit Wahrscheinlichkeitsfunktion f; = F(j) - F(j-1) fir
j=123,..., dann ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion [g x}io:() von S gegeben durch go = pp und fiirx=1,2,3,...,

:i g s ZX x) 4.2)

Formeln (4.1) und (4.2) sind eine Moglichkeit, die Verteilung der Gesamtforderungen zu bestimmen.
Problem: die Faltung F"*/ existiert fiir viele Verteilungen der Einzelforderungen (z.B. Pareto- und Lognormal-

Verteilungen) nicht in einer geschlossenen Form. Ein weiteres Problem ist die unendliche Summe.
Aber: fiir bestimmte Verteilungen von N ist es moglich, gr rekursiv zu bestimmen. (Kapitel 4.5)

4.2.2 Momente von S

Um die Momente und die momenterzeugende Funktion von S zu berechnen, argumentieren wir mit dem bedingten
Erwartungswert.

Fiir zwei unabhéngige Variablen Y und Z, fiir die die von uns gebrauchten Momente existieren, gilt:
EY]=E[E(Y|Z)] (43)

und V[Y]=E[VY|DIHVIEX|Z)] (44

Aus (4.3) folgt E [S]=E [E (S| N)].

Das k-te Moment ist my= E [Xk] fiir k=1,2,3, .... Da Xi unabhéngige ZV, gilt m, ZE[XIIC]

£ S )-£ e1xom

Also  E[S | N=n|=

Diese Gleichung gilt fiir alle n =0,1,2,.... Also ist £ [S | N] = Nm1
Deswegen gilt E [S]=FE [Nm1]=E [N]m1 (4.5)

Das Ergebnis (4.5) sagt uns, dass die erwarteten Gesamtforderungen gleich dem Produkt aus der erwarteten Anzahl und
der erwarteten GroBe der Einzelforderungen sind.

Ahnlich gilt fiir die Varianz:

ZX =3 v, =)

i=1

V(S| N=n]=V

Unter Benutzung von (4.4) gilt nun:
vISI=EV(SIN) I+ VIE(S| N)IZEIN (my=mi) |+ v [ Nm |= E[N [(my=mi)+V [N ]mi (4.6)

Analog kann man auch die momenterzeugende Funktion von S bestimmen.
Wir wissen: M ;(t)=E[e"|=E[E(e®| N)]

und E[e’| N=n|=E|exp(r Z H Elexp(tX,)| da X;unabhingige ZV.

Da X gleichverteilt, gilt E[e®| N=n]|=M ,(¢) mit MX(Z):E[G(tXI)]

Dies fiihrt zu: M ((t)=E[M ,(1)"|=E[exp(logM ,(¢)")]|=E[exp(NlogM ,(¢))|=M ,[logM ,(¢)] (@7

Wir haben also Ms in My und My ausgedriickt.



Nach einer dhnlichen Rechnung folgt fiir Ps(r) , wenn Xi eine diskrete und auf ganzen Zahlen verteilte ZV ist mit
wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktion Px:

Py(r)=P,[P,(r)] ,danachDefinition P(r)=E[r*] und E[rS|N=n]=E[r"X‘]=PX(r)n

mit Psund Py = wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen von S und V.

4.3 Die zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Falls N Poisson-verteilt ist mit Parameter A, sagen wir, dass S die zusammengesetzte Poisson-Verteilung hat mit
Parametern A und F. Da Erwartungswert und Varianz von P (1) gleich 4, folgt nach (4.5) und (4.6) fiir S:

E [S]= Ami und V[S] = Am2
Das dritte zentrale Moment ist E [(S-E (S))*] = E [(S- Am1)3] = Am3 4.8)

Beweis von (4.8):

Wir wissen: MN(t)Ze

i(e—1)

Nach (4.7) folgt nun a7 ((1)=, [log M  (1)] ="M (49

Die Ableitung nach ¢ liefert:
M ((t)=AM ()M (1)

>

M ()= ()M ()4 ()M (1) und

M ()=, ()M ((t)+20M, () M (£)+aMm ()M (1) (4.10)

Setze ¢t =0 in (4.10) ein ( daraus folgt Mx(0) =1 und Ms(0) = 1):

E[S*]=im,+2im, E[S)+im E[S*|=im,+2V|S|E[S]+E[S] E[$*]=m,+3E[S]E[s*|—2E[ST

Nun folgt:

E[(S—im ) |=E[S*+35(im,)’ =352 im,—(im )’ |=E|$*|+3E[ S| E[s ]

—3E[s?|E[s]-E[s]

im+3E| S E[S|-3E[ s E[S]—2E[sP+2E[s ]

= /Am,

Wichtig fiir 4.8: bei der zusammengesetzten Poisson-Verteilung ist die Verteilung rechtsschief (die Neigungsstarke ist
positiv unter unseren Annahmen, dass Pr (X1 < 0) =0 und m1 > 0, was auch bedeutet, dass my > 0 fiir k=2,3.,4,...). Dies

E[(S—/lml)s] _ Am,

= >0
/ /
V[S]3 2 (im2)32

sieht manan Sk [S] =

Eine wichtige Eigenschaft der Zufallsvariablen, die nach der zusammengesetzten Poisson-Verteilung verteilt sind, ist,
dass die Summe von unabhéngigen, aber nicht unbedingt gleichverteilten Zufallsvariablen eine Zufallsvariable ergeben,
die wieder zusammengesetzt Poisson-verteilt ist.

Konkret:

w
e,
[¢]
=]
”

unabhingige zusammengesetzt Poisson-verteilte ZV mit Parametern 4; und F;.

n

Sei ¥ :Z S, . Dann hat ¥ die zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit Parametern 4 und @ mit 4= Z A;

i=1 i=1

=

LF(x)  (411)



Beweis:

Die momenterzeugende Funktion von ¥ ist:

E[exp(t&”)]ZE[exp(t(Sl+...+Sn))]zliE[exp(tSi)] ,da {Si}l.nzl unabhiingig.

Nach (4.9) folgt nun: £ [exp(zS,)|=exp (2.(M (¢)—1))
Also:

E[exp(ﬁ”)]:ll eXp(ii<Mi<t)—1)):exp<Z ’Ii(Mi(t)_l))
= el (Y (D))

i=1

Fiir die momenterzeugende Funktion von ¥ mit der Verteilungsfunktion @ gilt:

[ e“dqﬁ(ﬂz%izi erxdFim::Zl(ziMA,-(z))

Also ist ¥ zusammengesetzt Poisson-verteilt.

4.4 Effekt der Riickversicherung

Wir untersuchen, wie sich eine Riickversicherung auf die Verteilung von Gesamtforderungen auswirkt.

4.4.1 Proportionale Riickversicherung

Der Versicherer iibernimmt Anteil a von jeder Forderung, der Riickversicherer (1 - a).
N

Versicherer : S, = Z aX,=aS mitS;=0 falls S=0
i=1
Riickversicherer : S = (1—a)s

Also: die Gesamtforderungen fiir den Versicherer und den Riickversicherer sind weiterhin zusammengesetzt Poisson-
verteilt, die Verteilung der Einzelforderungen bleibt ebenfalls gleich. Der Erwartungswerte der Einzelforderungen
betragen aX; fir den Versicherer und (1 - a)X; fiir den Riickversicherer.

4.4.2 Schadenexzedentenversicherung (Excess of Loss)

Mit Maximum M ergibt sich:
N
Versicherer : S,ZZ min(Xi,M) mit S7=0 falls N=0
i=1
N
Riickversicherer : S = Z max(0,X ,—M) mitSg=0fallsN=0 (4.12)
i=1

Sr kann 0 betragen auch wenn N > 0 ist, und zwar genau dann, wenn die Einzelforderung das Maximum M nicht
iibersteigen.

Wenn wir nur Forderungen betrachten die grofer als M sind, kann man Sz auch so aufschreiben:
NR
— R : R—y
SR_Z; Xl, mit X,/ =X,—M>0
i=

Mit dieser Schreibweise ist Sk = 0 falls Ng = 0.



F(x+M)-F(M
Also ist nach (1.13) (erster Vortrag): Pr(Xl.RSx): (xl—F)(M)( )

Um die Verteilung von Ng zu bestimmen, definieren wir eine Zufallsvariable {1 jﬁoﬁ , mit [;=1 fiir X; > M und

I; = 0 sonst. Dann:
N

Pr(1;=1)=Pr(X >M)=1-F(M)x, und Np=Y 1,
i=1

mit Ng =0 falls N=0.

Da Ng eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung hat, gilt fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
Py R(” )=Py[P,(r)] , wobei Py die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von 7 ist.

Es gilt:

Pl(r):E[rl]Zz r"PlI=n|=1%P[I=0]+r*P[I=1]=F, +r(1-F,)=1—m, +m,r
n=0

4.5 Rekursive Berechnung von Verteilungen der Gesamtforderungen.

Wir werden in 4.5 die Panjer-Rekursion herleiten. Mithilfe dieser Rekursion kann man die Verteilung der
Gesamtforderungen rekursiv bestimmen, wenn die Grof3e der Einzelforderungen auf positiven ganzen Zahlen verteilt
ist und wenn die Forderungsanzahl zur (a, b, 0) - Verteilungsklasse gehort.

4.5.1 Die (a, b, 0) - Verteilungsklasse

Definition: Eine Verteilung gehort zur (a, b, 0) - Verteilungsklasse, wenn die Wahrscheinlichkeitsfunktion | 2, }:o: 0

rekursiv ermittelt werden kann, mit  p,=(a +7b1 )P, (4.13)

fiir n =1,2,3,..., mit @ und b konstant. Der Startwert po ist groBer 0, dafiir steht 0 in der Bezeichnung
"(a, b, 0) - Verteilungsklasse". Es gibt drei nicht-triviale Verteilungen in dieser Klasse: Poisson-, Binomial-, und
negative Binomialverteilungen.

Nun betrachten wir die Formel fiir p1: p1 = (a + b)po .
Man sieht, @ + b >0, da sonst p1 < 0.

Fallunterscheidung:

1.Fall:a+b=0

Dann p,=0 firn=1,2,3,...,und po =1, da Z P,= 1 => Triviale Verteilung
n=0

2.Fall:a=0,6>0

. b b b b"
Dann p, = (b/n)pn-1 fiir n=1,2,3,..., so dass L Eb Po="7Po
0 0 0 bn
Unter Benutzung der Tatsache, dass Z p,—1 und Z P,=Dy z =P ¢
n=0 n=0 n=0 "

folgt: pozefb
Wir haben also Poisson-Verteilung mit 4 = b.

3. Fall:a>0,a#-bmita+5b>0.

Nach (4.13) folgt fiir px :

b b _(an+b)(a(n—1)+b)...(2a+b)(a+b)

pn:(a-l-%)(a+ﬁ).,.(a+5)(a+b)po— n(n—1)..2 Po




a" b b b b

= '(n—i— )(n—1+—)...(2+—)(1+—)p0
n! a a
o 4" , L {a+n—1)
Nun setzen wir @ = 1 + b/a und erhalten: p——(n 1+a)(n—2+a)...(l+a)apo—ﬁa Do
n!(a—1)!
= ("+Z_l)a”po (4.14)

Da po > 0, muss z p,<l1

n=1

Absolute Konvergenz liegt vor, wenn  lim <l ,dhfir0<a<l.

n—oo

pn—l

Also gilt

p0+poz

n=1 n

d+l’l—1)an:1

k+n—1

Wir wissen aus 1.2.3, dass fiir NB (&, p) gilt: P”(Nzn)z( "

)p" q"
Also gilt auch:

pk Z (k'l‘Z—l)qn:l_pk mitp+g=1

n=1

Wir haben also eine negative Binomialverteilung mit k=daundp=1-¢g=1-a. (NB (4, 1- a))
Daraus folgt fiir po:  p,= (1 —a)a

4. Fall:a+b>0,a<0.

. o . b
Es muss also eine positive Zahl x existieren, so dass a+ Py =0 ,

mit p, =0 fiirn =x+ 1, k + 2,.... Falls dies nicht der Fall wire, gébe es ein n, so dass a + b/n < 0 und wir hitten
negative Werte fiir p .

Wir verfahren wie im 3. Fall. Dies liefert uns:
_at by 4t b b
p,= n!( +a)(n l+a)...(2+a)(l+a)p0

Mitx = - (1 + bla) :

a}’l

pnzn—(—x-i-n—l)(—K+n—2)...(—x+1)<—1€)p0

X
|
N
e
S

- (=af () 2
Wir haben angenommen dass a <0, nun setzen wir 4 = -a > 0. Dann:

p0+p02( )A”— 02( )A”:l

n=1 n=0

Um nun po zu bestimmen, kdnnen wir 4 = p/(1 - p) setzen, dies ist 4quivalent zu p =A/(1 + A) =a/(a - 1),
so dass 0 <p <1 ist.

Also:  p, z (:)pn(l—p)—nzl
n=0

Mit p,= ( 1— p)K haben wir Binomialverteilung mit Parametern x und a/(a - 1), also B ( , a/(a-1))



Zur Erinnerung: fiir B (n, g) gilt: Pr(NZx): (Z)qx(l _9)’1_x

Zusammenfassung der Werte von a und b:

a b
P(2) 0 ji
B (n,q) -q/(1-q) (n+ Dg/(1 - q)
NB (k, p) 1-p (1-p)k-1)

Nun betrachten wir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von der (a, b, 0) - Verteilungsklasse.
o0
Nach Definition: P (r)=p,+ z "p
n=1

Ableitung nach r liefert:
o0

P}\,(r)zz nr”_1p,7

n=1
< b
z nr"_l(a—l-—)pn_1
n

o0
nr”_lpn_1 +bz r”_lpn_]
n=1

B
Il

MM

3
Il

nr"_lpn_l-l-bPN(r)

[

3
Il

Unter Benutzung der Identitit n=n-1+1:
o0 o0

az nr"_lpn_lzaz (n—l)r"_lpn_l-l-az r”_lpn_l

n=1 n=1 n=1

8

Il

S

N 3
=
>

+

N

~
=
"

Also:  Py(r)=arPy(r)+(a+b)Py(r)  (4.15)
Diese Differentialgleichung ist 16sbar, die Losung spielt aber fiir unsere weiteren Uberlegungen keine Rolle.

4.5.2 Die Panjer-Rekursionformel

Die Panjer-Rekursionformel ist nicht nur wichtig bei der Bestimmung der Verteilung von Gesamtforderungen, sie wird
auch in Ruintheorie benutzt ( Kap. 7). Mit der Rekursionsformel ist es mdglich, die Wahrscheinlichkeitsfunktion von
Gesamtforderungen zu bestimmen, wenn die Anzahl der Forderungen zur (a, b, 0) - Verteilungsklasse gehort und die
GroBen der Einzelforderungen diskret verteilt sind mit Wahrscheinlichkeitsfunktion [f j ]joz 0

Wir nehmen an, die Gréflen der Einzelforderungen kénnen nur ganze positive Zahlen annehmen. Dann ist auch S auf

i=1

N n
ganzen positiven Zahlen verteilt. S'= Z X, ,8=0wenn N=0, oder wenn N = und Z X,=0
i=1 ‘

N
Aus der Unabhiingigkeit von X; folgt:  Pr( Z X i=0)= fo

i=1

[e¢]
Nach4.2.1 folgt:  go=po+ 2, p, fe=Py(f,)  (4.16)

i=1

Nach4.2.2 folgt: Pg(r)=P [P, (r)]  @.17)



Die Ableitung nach r liefert: Py (r)=P, [P, (r)|P(r)  (4.18)

Nun wenden wir die hg:rgeleitete Formel (4.15) (Wir mﬁssqn 7 durch Px(r) ersetzten)
PS(”):("PX(”)PN[PX(”)]"’(“+b)PN[PX(’”)])PX(”)

oder? wenn wir (4.17) }md (4.18) benutzen: ’
Py(r)=aPy(r)Ps(r)+(a+b)Ps(r)Py(r)  (419)

o0

Da Psund Py wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen sind, sind sie gegeben durch P (r) = z rlg ; und

Jj=0

P)((”)Zirkfk

k=
‘ o0 o0
Die Ableitungen nach r: Ps(r)zz jr-/_lgj und P Z k= lfk
j:() k=0
o0 0 0 o0 o0
Nach (4.19) folgt: er-f“gj:a(Zr"fk)(z jr' g (ate) D r g,)(z )
j=0 k=0 j=0 j=0 k=0

und nach Multiplikation mit » :

z]r gj_a(z )(zﬂfg,

a+b

s o

Wir wollen nun eine Formel fiir gx , x = 1,2,3,...,aus (4.20) herleiten. Dafiir machen wir Koeffizientenvergleich.

1. Auf der linken Seite ist der Koeffizient von * gleich xgx .
2. Nun betrachten wir das erste Produkt auf der rechten Seite. #* kriegen wir dann, wenn wir A mit #* multiplizieren fiir
k=0,1,2,....x. Also ist der Koeffizient von #* gleich

az fk(x—k)gx_k
k=0

3.Analog ermitteln wir den Koeffizienten im zweiten Produkt auf der rechten Seite:

(a+b) D kfrg.,
k=0

Also koénnen wir jetzt schreiben:

X X X
xgx:az fk(x—k)gx_k-l-(a-i-b) Z kfkgx_kzafoxgx-i—az fk(x—k)gx_k-l-(a-Fb)z kfieg._s
k=0 k=0 k=1 k=1

(1—af0)xgx= z (a(x—k)-l—(a-i—b)k)fkgx_k

k=1

(a )fkgr i (4.21)
k=1

8+~ l—afo

Formel (4.21) hei3t Panjer-Rekursionsformel, der Startwert go ist gegeben durch (4.16). Die Berechnung von g erfolgt
rekursiv.

Im Allgemeinen ist es nicht moglich, die Verteilungsfunktion rekursiv zu bestimmen. Falls N allerdings geometrisch
verteilt ist (Spezialfall von der negativen Binomialverteilung), kann die Verteilungsfunktion von S rekursiv bestimmt
werden.



N geometrisch verteilt, also p, = pq" fiir n =0,1,2,...
Dann ist a =g und b = 0. Einsetzten in (4.21) ergibt :

x l_qf()z fkgx —k

Und firy=1,2,3,...,

ng gO
kazgx k

‘ZfOk—l =y

= g,+ G(y—k) (422

0 k=1

Die rekursive Bestimmung von der Verteilungsfunktion von S wenn N geometrisch verteilt ist wird uns im Kapitel 7
(Ruintheorie) nochmal begegnen.



