Musterlosungen zur Probeklausur

Aufgabe 1.

X; ~ N(0,1),i=1,2,3.
Es gilt

Plmax{X;, Xo} < X3] = IP’[Xl < X3, Xy < Xg} - IP[XI X3 <0, Xy — X3 < o] .

Betrachte den Zufallsvektor (X1, X2, X3). X1, X2, X3 sind unabhéingig und
nach dem Satz 2.25 ldsst sich ihre gemeinsame Dichte f(x1,x2,x3) als

1
V2
schreiben. Betrachte weiter die Funktion h : R3 — R3 (z1,292,23) —

(1 — x3,29 — x3,x3). Die Umkehrfunktion u von h ist dann gegeben durch

u(yla Y2, y3) = (yl + Y3, Y2 + y3, y3)
Es gilt weiter:

3
) o~ (23 +a3+a3)/2

f(x1, @2, 23) :<

10 1
J(yi,y2,3) =1 0 1 1
00 1

Die gemeinsame Dichte von X; — X3, X9 — X3 und X3 ist dann gegeben

durch
1

9(Y1,Y2,y3) = <\/77r

Und wir haben mit ®(x) als Verteilungsfunktion der Standard Normalverteilung:

P[X; — X3<0X2—X3<0

— < / / / —((y1+y3)2+(y2+ys3)%+y32) /2 dy; dys dys
271'

E> /Oo D (y3)%ev4/% dys

= E[®(X3)?].

Nach Aufgabe 2.1 Blatt 8 ist ®(X3) gleichverteilt auf [0,1]. Damit ergibt
sich: E[®(X3)?] = 3.

)3e—<(y1+y3)2+<y2+y3)2+y§>/2 .

Aufgabe 2



Es ist bekannt, dass fiir eine B(n, p)-verteilte Zufallsvariable X gilt: E[X] =
n-pund Var[X]=n-p- (1 —p).

Somit erhdlt man sofort (1—p) = 4,75/5 = 0,95. Daraus folgt dann p = 0,05
und n = 5/0,05 = 100.

Ferner gilt

100 100
P[X > 99] = P[X = 99] + P[X = 100] = (99 )0,05990,95 + (100)0,05100.

Somit erhalt man

100 100
_  90l00 ) 99 90100 . ) 100 | 9
K 0 <99) 0,057 -0,95 + 20 100 0,05 +

= 100-20-0,95+1+2=1903.

Aufgabe 3.

Siehe Aufgabe 1.
Versucht diese Aufgabe selbststéndig zu 16sen. Wir besprechen die Lésung
in der Sonderiibung.

Aufgabe 4.

Wihle Q = {(wl,...,wN) : w; € {Kopf, zahl}}. Wobei P[Zahl] = 1 =
P[Kopf].

Dann ist es klar, dass Q 2V Elemente enthilt. Es konnen folgende Ereignisse
auftreten:

1. Kopf kommt bei N Wiirfen nicht vor: Der Verlust=-Gewinn ist dann
N-1
c+20+4c+---+2N_lc:cZQi.
i=0

2. Kopf tritt zum ersten Mal beim &k + 1-ten Wurf, k& € {1,..., N — 1}, auf:

Der Verlust in den k& Wiirfen davor ist:
k
c+2c+--'—|—2k*10:cz = (2"t - 1),
i=1

Der Einsatz beim k + 1 Wurf ist dann 2% .
Der Gewinn nach dem k + 1 Wurf ist dann 2¢ - 2% — ¢(28H1 — 1) = ¢.
3. Kopf beim ersten Wurf. Gewinn = c.



N-1
D.h. G kann nur zwei Werte annehmen: ¢ und —c ) 2.

1=0
Sei nun w € €2, dann gilt:

N—-1 N
G(w) _ )~ i;ﬂ .c=—c- 22_11 — —c(2N — 1) T ow= (Zahl,...,Zahl)

c : sonst
Betrachte nun die einzelnen Wahrscheinlichkeiten:
P[G(w) = —c(2N¥ —1)] =277,

da P[G(w) = —¢(2" — 1)]= Wahrscheinlilchkeit N-mal Zahl hintereinander.
Fir P[G(w) = ] gilt

P[G(w) =] =1-P[Gw) = —c2¥ —1)]=1-27V
Damit konnen wir auch den Erwartungswert ausrechnen:

E[G] = —c(2V —1)- 27V + (1-27N).c=0.

Aufgabe 5.
Es gilt:
Cov(X%, X? - X) = E[X'-X%-E[X?)E[X? - X]
= E[X'] - E[X?] - E[X?)? - E[X?E[X].
Da X ~ N(0,1) gilt E[X?] = 1 und E[X] = 0. Bleibt nur E[X*] und E[X?]

auszurechnen.
Mit den Relationen

(%(xzefﬂ/z) — 9pe /2 _ 3?2
%(a:3e’”2/2) — 3p2e /2 _ A ?)2
bekommt man
E[XY] = /OO ale 2 dg = /OO 3a2e~ "2 dg — /OO %(m?’e_xQ/Q) dz
=0
= 3E[X? =3,
E[X3] = /OO 2z "2 dg — /00 %(ﬁe*ﬁﬂ)dx

= 2E[X] =0



Insgesamt Cov(X2, X2 - X)=3—-1=2.
Es gilt (Definition 2.23):

Cov[X,Y]

CorlX, Y] = V/Var[X] - Var[Y]

Wir brauchen noch die Varianzen von X2 und X2 — X. Da X ~ N(0,1):

Var[X?] = E[X! -E[X?*?=3-1=2
Var[X? - X] = E[(X* - X)*] - (E[X?] - E[X])
= E[X* —2E[X*|+E[X? -E[X??=3.
T T

Somit Cor[X,Y] = %

Aufgabe 6.

Sei X die Ankunftszeit der ersten Person und Y die Ankunftszeit der zweiten
Person. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P[|X — Y| < 1].

Betrachte zunéchst die Zufallsvariable X — Y. Es gilt 2 ~ N(0, %), und
—Y ~ N(0, #) denn:

P-Y <y]=PY > —y|=1-PY < —y|=1-0(-y) =1-1+2(y) = (y)..

Da X und Y unabhéngig sind, sind auch X und —Y unabhéngig. Nach
Hilfssatz 2.26 hat man X —Y ~ N(0,1), dh. 2(X —Y) ~ N(0,1). Somit
gilt:

1 1 1 1 1
P“X—Y’gz} = P[_ZSX_YSZ]:P[X_YSZ]_P[X_Yg_Z]
= PRX-Y)< %]—]P’[2(X—Y) < _%] :@(%)_¢(_%)

= 0,6915—0,3085 =0, 383.

Aufgabe 7.

Behauptung: X 4+ Y und 2X sind nicht zwingend identisch verteilt.
Gegenbeispiel:

Wiéhle X, Y unabhéngig und N(0,1)-verteilt. Dann ist X + Y N(0,2)-
verteilt. Denn nach Hilfssatz 2.26 der Vorlesung gilt fiir die Dichte g(z) der



Zufallsvariablen X + Y:

oo 2T

oo 2m
—22/2/00 1 —x2 —x-z
e —e Te dx
oo 2T
6722/26,22/4 /oo 2iefzzszefgv-zefzz/ll dx
s
—00
_.2
ER e e~V /207y 2/V2o=22/4 4y
VAT )0 V2T
6—22/4 ]

- = . e~ (=2/V2?/2 gy,
Var o s

=1
—22/4

e
Viar
Dies ist die Dichte der N (0, 2)-Verteilung.
*: Substitution z = y/v/2.
Fiir 2X gilt:
Imxgﬂzmxggzégy
Die Dichte ist dann gegeben durch (%@(%) = ﬁe—ﬂ/s_ Das ist die Dichte
der N(0,4)-Verteilung.



