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Marktzinssatze
LIBOR, Forward LIBOR

LIBOR definiert einen jahrlichen, einfachen Zinssatz, welcher am Ende einer definierten
Periode ausgezahlt wird. Speziell bezeichnet der 7-LIBOR L(T,T,T+7), dass ein Investment
von 1 zur Zeit T" anwachsen wird zu 1 + 7L(T,T,T + 7) zur Zeit T + 7.

Der forward LIBOR Satz ist definiert als

1| PT)
L(t, T, T =— |1
&T.T+7) T[P(t,T—i—T) ]’
wobei P(t,T) der Preis eines Zerobonds zur Zeit ¢ mit Félligkeit in 7" ist.
Das bedeutet, dass wir einen Vertrag zur Zeit ¢t abschliefen kénnen, so dass wir 1 zur Zeit
T bezahlen und 1+ 7L(t, T, T + 7) zur Zeit T + 7 zurilickerhalten. Die Zinsperiode 7 wird
als Tenor bezeichnet.

Swap, Forward Swap

Bei einem Swapvertrag sind 11,715, ..., Ty Swapzahlungszeitpunkte, wobei T}, = Ty + k7 fiir
k=1,..., M. Der Vertrag besagt, dass wir einen fixen Satz von 7K, zur Zeit T} bezahlen
und als Gegenleistung den schwankenden 7-LIBOR 7L(Ty_1,T)_1,T)) erhalten. Zur Zeit
Ty, wenn der Vertrag abgeschlossen wird, ist der Marktswapsatz K, so, dass der Wert der
Gleichung Null ist.

1— P(Ty, Ty)
T P(Ty, Ty)
Ein Vertrag, welcher zu einem fritheren Zeitpunkt ¢ abgeschlossen wird, aber welcher die
gleichen Zahlungszeitpunkte T4, ..., Ty hat, wird forward Swapvertrag genannt. Der faire
Swapsatz ist gegeben durch

K (To, Ty, Ty) =

P(t, To) — P(t,Tv)

K. (t,Ty,Ty) =
( 0 Tr) TZ%:1P(757TI<:)

Die Vertragspartei, die die festen Satze bezahlt, nennt man the payer, und die Vertragspar-
tei, welche die schwankenden Satze bezahlt, the receiver.
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Lemma 1. Sei log X ~ N(u,c?). Dann gilt fiir jedes > 0, dass
E[(X — )] = E(X)®(d1) — 2®(dy),
wobei d; = (u+ 0% —logx)/o und dy = d; — o.

Lemma 2. Sei X(¢) der Preis fiir eine handelbare Anlage, mit X (¢) strikt positiv und
sei X (t) der Zinsfaktor. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Martingalmafs Py dquiva-
lent zu dem risikoneutralen Maf (), unter welchem die Preise von allen handelbaren Anlagen
diskontiert mit X (¢) Martingale sind.

Ist V/(S) zusétzlich eine Auszahlung des Derivats zur Zeit S, dann ist der Wert dieses Deri-
vats zu einer fritheren Zeit t gegeben durch

V() = X(OBr, |3 D17

LIBOR Marktmodelle: Brace, Gatarek und Musiela

Ab jetzt werden wir uns auf einen Ausiibungszeitpunkt (Verfallszeitpunkt) 7" und einen
Tenor 7 konzentrieren. Wir schreiben L(t) = L(t,T,T + 7).
Fiir unser Modell ist es erforderlich, dass L(t) immer strikt positiv bleibt. Sei

dL(t) = L(t)(u(t)dt + v(t) dW (1)),

wobei W (t) ist eine M-dimensionale Brown’sche Bewegung unter @, u(t) ein passender
voraussehbarer Prozess, und v(t) = v(t,T,T + 7) eine feste Funktion, mit v(¢) = 0 fir

T<t<T+ 7. Aus
L[ PM,T)
Lo = 7 lP(t,TJrT) - 1]
~ LUPLT +7) = i[P(t,T) _ P, T+7)].

Damit kann V' (t) = L(t)P(t,T + 7) als handelbarer Vermogenswert gesehen werden. Schrei-
ben wir weiter X (t) = P(t,T + 1), dann folgt L(t) = V(¢)/X(t) und damit eine Form, um
Lemma 2 zu nutzen. Es existiert ein Maf Py, unter welchem V' (t)/X (t) = L(t) ein Martingal
ist. Wenn wir weiter annehmen, dass L(t) strikt positiv bleibt, dann kénnen wir schreiben

dL(t) = L(t)v(t) dW (t),

wobei IV eine M-dimensionale Brown’sche Bewegung unter Pr.,. Da v(t) eine feste Funktion
ist, folgt, dass L(T') lognormal ist unter Pr, mit

Varp,, [log L(T)|F| = /tT v(s)v(s)ds = /tT lv(s)|*ds,
Epy. log L(T)|F] = log L(t) - ; / " u(s)|2ds.
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Caplet

Ein Caplet zahlt V(T + 7) = (L(T) — ¢)4 zur Zeit T + 7. Fir T < ¢t < T + 7 haben wir
V(t)=P(t, T+ 7)(L(T) — ¢)4. Unter Nutzung des Zinsfaktors X (¢t) = P(t,T + 7) erhalten
wir fiir ¢ < T" mit Lemma 2

V(T + )
P(T+1,T+T)
— P(LT + ) By [(L(T) - 0,7

V(t) = P, T+7)Ep,,,

| T
Mit Lemma 1 folgt fiir t < T

V(t)=P(t, T+ 1)[L(t)P(d1) — cP(d2)],

wobei loo(L 2
y T
dl = Og( ( )/C) + O-V’ d2 = dl — Oy, O-Z - / |V(S)|2d8'
t

Oy

DO [

Cap

Ein Cap ist eine Zusammenfassung von Caplets, die (L(Ty_1,Tk_1,T)) — ¢)4 zur Zeit T}, fiir
k=1,..., M zahlen. Der Wert dieses Cap ist

V(t) = % P(t, Tk>[L(t, kal, Tk>q)(d1k) — C(I)(ko)L

wobei
log(L(t, Ty—1,Ty)/c) + 302 Thi
di = 2L T 10 )/c) 201,;{’ do, = dig — Our, aiﬁ/tk v (s, Ti1, Ti) [P ds.
vk
Swaption

Wir betrachten eine Payerswaption, die zum Zeitpunkt T, mit dem Ausiibungsswapsatz
K auslauft. Dies befahigt den Halter der Option, in einen Swapvertrag mit dem Satz K
einzutreten, mit Nettozahlungen von 7(L(Ty_1, Tx_1, Tx) — K) zu Zeiten T, fir k = 1,..., M.
Dies kann dargestellt werden mit einem Wert zum Zeitpunkt 7

V(Ty) = (K (Ty, To, Tar) — K)+ ]zwj P(Ty, Tp).

Sei A das Ereignis, an dem die Swaption ausgeiibt wird und I, die zugehorige Indikator-
funktion. Definiere ¢, = Kt firk=1,..., M —1und ¢jy =1+ K.



Fiir t < Ty ist damit C(t) = S0, ¢, P(t,T;) der Preis fiir einen Kuponbond, welcher einen
Kupon von K7 zu den Zeitpunkten 77, ...,Ty; bezahlt.

V(Ty) = (1 - C(Tp))+ = (1 = C(Tp))La.
Zu Zeiten t < T haben wir

Vi) = Eo [1 ;gfz)mm] Fo [ch IA]]—}]

= P(t, T0>EPT0 [IA’Ft] — Z CkP(t, Tk>Eka []A|ft]7
k=1

wobei B(t) der gewohnliche Zahlungsstand zum Zeitpunkt ¢ ist.

Swap Marktmodelle: Jamshidian, Musiela und Rutkowski

Fiir die Bewertung der Swaption nutzen wir nun den Zinsfaktor

M
X(t)=7) P(t.Ty),

k=1
mit einem verbundenen Forwardmals Py. Unter Px sind die Preise aller handelbaren Vermo-
genswerte mit X (¢) abgezinst Martingale. Nun entspricht der Forwardswapsatz K. (t, Ty, Th)
gerade (P(t,Ty) — P(t,Tyr))/ X (t) und (P(t,Ty) — P(t, Tyr)) entspricht dem Wert des han-
delbaren Vermogenswerts. Es folgt, dass K, (t, Ty, Tys) ein Martingal unter Py ist.
K(t) = K.(t, Ty, Th). Sei dK(t) = K(t)v(t)dWx(t), wobei Wx(t) eine Brown’sche Bewe-
gung unter Px und ~(t) eine feste Funktion ist.
Der Wert V (t) der Swaption zur Zeit ¢ mit Verfallszeitpunkt 7 und Austibungsrate K ist

Vi) = ( 5 P(t,m) K ()O(d) — KD(dy)].

k=1

wobel
log(K(t)/K) + 55%
Sk

To
dy = , dy=d; — Sk, 512< = /t |7(S)|2d3-
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