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1 Einleitung

Historische Daten belegen, dass Spot Rates mit unterschiedlicher Laufzeit nicht
perfekt miteinander korroliert sind. Deswegen werden mehrere Quellen als Ein-
fluss fiir die Zufilligkeit benttigt. Im Folgenden werden verschiedenen mehrfak-
tor Modelle vorgestellt.

2 Affine Modelle

Definition Ein Diffusions Modell heif}t affin, falls der Preis eines Zerobonds
folgende Darstellung besitzt:

P(t,T) = exp|A®tT)+ Y B;t,T)X;

mit
B(t,T) = (Bi(t,T),...,B.(t,T))
XtT) = (X1(t),..., X, (t.T)).

Ein Modell ist zeithomogen, falls X(t) stationér ist und A(¢,T) und B(¢,T) nur
von T — t abhéngen.

Satz 1 (Duffie & Kan 1996) Essei P(t,t+7) = exp[A(7) + B(7)' X (¢)], so
muss X (t) die folgenden SDGL erfiillen

dX(t) = (a + BX(t))dt + SD(X (t))dW (t)



mit festem a = (ay,...,an)", 8= (8ij)7 j=1, S = (0ij)} j=1, und schlieBlich

MX(t)+ o 0 0
0 BX{A) 10 0 .- 0
D(X(t)) = : ' : :
0 0 LX)+ 0n
mit 41, ..., 0, und v; = (941, - - -, Yin) konstant, und W(t) n-dimensionale Brown-

sche Bewegung unter Q.

2.1 Gaullsche mehrfaktor Modelle

Alle zeithomogenen Gauflschen Modelle basieren auf folgendem Ansatz. Sei
X(t) = (X1(t),..., Xn(t))) ein Diffusions Modell mit der SDGL

dX(t) = BX (t)dt + KdW (t),

mit K und B reelle n x n Matrizen und W (t) ist standart B.B. unter Q. Fiir
den risikolosen Zinssatz gelte

r(t) = p+60'X(1)

mit 0 = (04,...,0,)" konstant. Sei die Spektralzerlegung von B = BrABj, so
hat X (t) folgende Form

X(t) =eP'X(0) + / t B KdW (¢).
0

Es gilt mit R(T) = [ r(t)dt = uT + [, 0'X (t)dt
EQ[R(T)] = uT + ' BRpA~ (AT — I)B X (0)
und
Varg[R(T)] = /0 ’ 0'BrRA~ (M — I)BLKK'B (e — I) A~ BR4dt.
Somit gilt
P@t,T) = Egqlexp(=R(t,T)) | X(0)]
= exp(—Eq[R(t,T) | X(0)] + %VGTQ[R(T) | X(0)]).

Beispiel: (Beaglehole & Tenney 1991)

dX1(t) = —onXo(t)dt + o1 dWi(2)
dXQ (t) = 70[2X1 (t)dt + Ugldwl (t) + O'QQdWQ (t)

wobei r(t) = (X1(¢) + p1) + (Xa(t) + p2). (X1(¢) + p1) die momentane Preisin-
flation, und (X2(t) + p2) die momentane Zinsrate angibt.



2.2  Verallgemeinerte Cox-Ingersoll-Ross Modelle, Duffie
1996

Setze in der Darstellung der SDGL in Satz 1 §; =0 Vi =1,...,n. Somit gilt

dX;(t) = ai(p — X;())dt + o3/ X () dW;

mit Wi,...,W, iid. std. Brownsche Bewegungen unter Q. Somit sind die
Xi1(t),...,X,(t) unabhiingig. Definiere nun den risikolosen Zinssatz als

Wegen der Unabhéngigkeit der X; gilt

T
P(t,T) = Eg |exp (/ r(u)du) ‘Ft
t
= exp ZAZ(T - t) - ZBZ(T - t)XZ(t)] 5
i=1 i=1
wobei
QCKZ' i 2 ie(w—i-a,-)T/Q
A = 2o (2 ).
o; (i + ai)(er™ — 1) + 2
YiT 1
Bz(T) = 2(6 )

(v + ) (€07 — 1) + 2,

Vi = \/a?+ 202

vgl. Theorem 2, stetige Zinsratenmodelle 11

Beispiel

dX; = (0.0225 — X1 (t))dt + 0.151/ X, (t)dW (t)
dXy = 0.05(0.072 — X5(t))dt + 0.06/ X5 (t)dWa(t)

Also n = 2, as < a1 und o9 < 1. Somit hat X5(t9 kurzfristig wenig Einflufl
auf den Verlauf von 7(t), bestimmt aber lang anhaltende Hochs und Tiefs. X7 (¢)
hingegen bestimmt kurzfristige Schwankungen.

2.3 Das Longstaff & Schwartz Modell, 1992
Wihle den CIR Ansatz, also

dYi(t) = i(pi — Yi(t))dt + o4+/Yi(t)dW;



mit ¢ = 1,2 und Wl und Wg unabhéngig. Seien c1,co > 0 und definiere nun

r(t) = aYi(t)+eYa(t)
V() = Yi(t) +cYa(t)
So gilt
dr(t) = 1dY1(t) 4 cadYa(t)
— (r(t), V()dt + \/ e = VIO o 1)+ \/ =WV =) gy
wobei

(a1ca — agey)r(t) + (ag — oq)V(t))

n(r(t), V(£) = (alcml + agcap —
Cy — C1

V(t)dt gibt die momentane Variation von r(t) an, also d < r(t) >= V(t)dt.
Zudem muss gelten V(t) € (c1r(t), car(t)).
2.4 Weitere Affine Modelle

o James & Webber (2000), weder Gaufsch, noch CIR

e Bolder (2001), weder GaufBsch, noch CIR

e Dai & Singleton (2000), dreifaktorige affine Modelle, square root process,
also ; # 0 in Satz 1

3 Consols Modelle

In Consols Modellen wird sowohl der kurzfristige Zins r(t), als auch der lang-
fristige Zins I(t) betrachtet. Es gilt fiir den Preis des entsprechenden Bonds

1/i(t) falls I(t) >0
C(t)={ oo falls I(t) < 0.

Zudem sollen r(t) und (t) folgende SDGLn erfiillen
dr(t) = pr(r, D)dt + o (r, 1)dW,. (1),

dl(t) = w(r,l)dt + oy (r, 1)dW,(t).

wobei W,.(t) und W;(t) Brownsche Bewegungen unter P sind. Im Folgenden
gelte ps (1(2),1(t)) = pu(r, 1), 0u(r(2),1(t)) = ox(r,1) und A (r(2),1(2)) = Au(r,1).
Das Modell sollte so formuiert werden, dass I(¢) > 0 garantiert ist. Betrachte
man nun C(¢) unter P so gilt nach It6 :

wi(r,l) o (r,l) oy(r,1)
dC(t) = (— ;Q(t) + ;S(t) )dt— ;2 o AW, (t)




Um eine arbitragefreie Darstellung zu erhalten, muss man den Marktpreis des
Risikos A\; mit jeder Zufallsquelle in Verbindung bringen, dazu betrachen wir
noch einmal C(t)

ay(r,1)
1)

dC(t) = (C(t)r(t) — 1) dt — C(t)dWy(t)

mit dW;(t) = dWi(t) + \i(r,1)dt. Somit gilt

(D) + (0l ~ (@) oi(rD)

Au(r, 1) a1 (r, ©) TR

bzw.

wi(r,l) = M (r, Doy (r, 1) + l2(t) —r(t)l(t) +

3.1 Das Brennan & Schwartz Modell, 1979

Setze A\ (r,1) = Ao, op(r,1) = 017, oy(r, 1) = o2l und p,(r,1) =r {oz log # + 1o?
mit p konstant. Seien Wy (t) und Ws(t) unabhiinginge Brownsche Bewegungen
unter P. Setze Wi(t) = Wa(t) und dW,.(t) = /1 — p2dWi(t) + pdWa(t). Au-
Berdem setze o152 = poy, 011 = v/1 — p201, 021 = 0 und g9 = o3. So ergibt
sich

d’l“(t) = /17-(7“, l)dt + O'11T(t)dW1 (t) + Ulgr(t)dWQ(t)
di(t)y = fulr,l)dt + oonl(t)dWy(t)
wobei
[LT(T, t) = /,LT(’)",I) —O’llT(t))\l(’f’,l) —UlgT(t)Ag
fu(r,t) = 1(t)(o5, + 1) — ().

Bei diesem Modell besteht die Gefahr, dass r(t) oder I(t) in endlicher Zeit
null werden kénnen. Ebenso kann wegen des quadratischen Teils des Driftterms
fy(r,t) 1(t) in endlicher Zeit co werden.

Satz 2 (Hogan 1993) Es gelte unter @
dC(t) = (r(t)C(t) — 1)dt — C*(t)oy(r, 1)dW,(t),
und r(t) geniige der SDGL
dr(t) = jip(r,1)dt + o, (r, 1)dW,.(t)
mit d < W,,W; > (t) = pdt , —1 < p < 1. Zudem seien o, (r,1) = n,(r) und

o(r,1) = mi(1), wobei 1, und n; bestimmte Lipschitzbedingungen erfiillen (siehe
Hogan 1993). Falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist



o . (r,)=a+p(l—r1)
o [i,(r,l) =a+ pr(l —r), oder
o [i.(r,l) =ar+ Grlog(l/r)
so explodiert das Modell, d.h. r(¢) oder I(t) erreichen f.s. co in endlicher Zeit.

3.2 Das Rebonato Lognormal Modell
Definiere k(t) = r(¢)/I(t) und benutzte ein Lognormales Modell mit

di(t) = 1(t)[ma(k,1)dt + oodWa(t)]
dk(t) = k(t)[my(t, k,D)dt + o1dW,(t)]

mit W (t) und Wa(t) u.a. Brownsche Bewegungen unter Q. Setze
mo(k,1) = 02 +1(t) — r(t) = o2 + 1(t)(1 — k(t)),
so ergibt sich
dr(t) = r(t)[(02 + (1(t) — 7(t)) + my(t, k,1))dt + o1 dWy (t) + oodWa(t)].

Diesen Modell ist stabiler als das Brennan & Schwartz Modell, birgt jedoch
Gefahr, da k(t) langere Zeit im Intervall (0,1) verbleiben kann, und so der
Driftterm von [(t) stehts positiv ist.

3.3 Weitere Consols Modelle
e Schaefer & Schwartz, 1984

e Rhee, 1999
e Duffie, Ma & Young, 1995

4 Heath-Jarrow-Morton mehrfaktor Modelle

Die einfaktor Version des Modells kann man direkt erweitern:
dP(t,T) = P(t,T)[r(t)dt + S(t,T)'dW (t)],

mit der vorhersagbaren Volatilitdtsfunktion S(t,T) = (S1(t,T),...,Su(t,T))
und der n-dimensionalen Brownschen Bewegung W (t) unter Q. Fiir die Forward
Rates erhilt man

df(t,T) = —o(t,T)' S(t, T)dt + o(t, T) dW (t)

mit
ot,T) = (o1(t,T),...,0n(t,T)),
Ui(t7T) = —%Sl(t7T)



5 Modelle mit quadratischer Termstruktur, Ahn,
Dittmar & Gallant, 2002

Man betrachte die SDGL fiir einen n-dimensionalen Diffusionsprozess
dY (t) = (p+ Y (t))dt + TdW (¢),

mit g n-dimensionaler Vektor, £ , ¥ nxn Matrizen und W (t) eine n-dim. Brown-
sche Bewegung unter P. Die risikolose Zinsrate definiert man nun als

r(t) = a+ B'Y(t)+ Y)Y (t),

mit o — $4"13 > 0 damit r(t) > 0 f.s. gilt. Preise werden iiber einen state-price-
density Prozess ermittelt, vlg Kapitel 8. So erhélt man

Pt —T)=explA(T—t)+B(T —t)'Y(t)+ Y (t)C(T —t)Y (t)]

wobei A(7) eine skalare Funktion, B(7) n x 1, und C(7) n x n.

6 Ausblick

Alle betrachteten Modelle benutzen das natiirliche (die Welt abbildende) Wahr-
scheinlichkeits Mafl P, oder das dazu dquivalente Martingalmaf3 Q . In den fol-
genden Kapiteln werden Modelle vorgestellt, die weder P noch Q benutzen.



