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1 Einleitung

No-Arbitrage Modelle:
Modelle, bei denen die beobachteten Preise der Anleihen und Derivate am Markt

A

P,ys(t,T) genau mit denen des Modells P(¢,T') iibereinstimmen, da sie schon zum
Input des Modells gehoren, wobei t den Zeitpunkt der Anpassung bezeichnet.

2 Markov Modelle

Markov Modell: Modell, das die folgenden zwei Voraussetzungen erfiillt:
e Die Preise Py,(t,T) gehéren zum Input

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von P(s,T') | F; entspricht der von P(s, T)| X (¢),
fiir t < s < T, wobei X(t) ein endlich dimensionaler Ito-Prozess ist.
D.h. zusétzliche Informationen iiber die Vergangenheit erhohen nicht den
Informationsgehalt der moglichen Aussagen iiber die zukiinftige Entwick-
lung.

Im Folgenden werden zwei Modelle behandelt, bei denen der risikolose Zinssatz
r(t) anstelle von X (t) zugrunde liegt:

2.1 Das Ho und Lee Modell

Das aus dem Jahr 1986 stammende Modell von Ho und Lee verwendet folgende
Modellierung fiir den risikolosen Zinssatz:

dr(t) = 0(t)dt + odW (t)
, wobei

W(t) eine Brownsche Bewegung unter dem &dquivalenten Martingalmall @) ist
und 6(t) sich wie folgt ergibt:



Wir nehmen an, dass der Input aus den P(0,7")) besteht, fiir alle 7" > 0.
Sei

0
f(0,T7) = —a—TlogP(O,T)

die zugrunde liegende Forward-Rate-Kurve.
Wenn man 6(7) als

o(T 0,7)+o’T

)= o

voraussetzt, kann man zeigen, dass

Fo [exp<— /0 Tr(t)dt)

P(t,T) = explA(t,T) — (T — t)r(t)]

7“(())1 = P(0,7T)
und

, wobei

A, T) = log% + (T —t)f(0,t) — %UQt(T — )%

Es folgt, dass

F,T) = —a%logp(t, T) = r(t) + (0. T) — F(0,1) + (T — 1).

Als Losung fiir r(t) ergibt sich:
r(t) = r(0) + /t 0(s)ds + oW (1)
0

= r(0) + f(0,1) ~ £(0.0) + 50* + 0TV (1)

= f(0,t) + %UQtz +oW(t).
Folglich ist

f(t,T) = f(0,t) + %a%z + oW () + f(0,T) — f(0,t) + o*(T — t)
— FO,T) 4+ 20?T? — 22T — 42 4 0T (8).

2 2

Bemerkung: Das Ho und Lee Modell kann relativ einfach zu einer Version verall-
gemeinert werden, in der o(t) zwar zeitabhéngig, jedoch deterministisch ist.



2.2 Das Hull und White Modell

Das 1990 von Hull und White veroffentlichte Modell ist eine Verallgemeinerung
des Vasicek-Modells, die folgende Modellierung fiir den risikolosen Zinssatz ver-

wendet: -
dr(t) = a(p(t) — r(t))dt + odW (t),

wobei W(t) wiederum eine Brownsche Bewegung unter ¢ und p(t) eine determi-
nistische Funktion ist, die auch als Mafzahl fiir den (lokalen) Mean-Reversion-
Effekt interpretiert werden kann.

Damit die zugrunde liegenden theoretischen und beobachtetenPreise {ibereinstim-
men, wird vorausgesetzt, dass

10 2
p(t) = aaf(o, t)+ f(0,t) + %@2(1 _ 672&1&)
und
P(t,T) = exp[A(t,T) — B(t,T)r(t)],
wobei 1 -
_ o7t
B(t,T) = —
und
2
A(t,T) = log% + B(t,T)f(0,t) — %.[3(1 _ e—a(T—t))Q(l . 6_2at)_

Es folgt mit Hilfe der Eigenschaften des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses:
2

r(t) = f(0,t) + %2(1 —e )’ +o /t e qI (s)
0

Auch das Hull-White-Modell kann recht einfach zu einer Form verallgemeinert
werden, in der «(t) und o(t) zwar zeitabhéngig, jedoch deterministisch sind.

2.3 Das Black-Karasinski Modell

Das Black-Karasinski-Modell geht zunichst aus von Y (t) = log r(t) mit der
zugehorigen stochastischen Differentialgleichung (SDE)

dY (t) = a(t)(log p(t) — Y ())dt + o(t)dW (¢),

wobei W(t) wiederum eine Standard-Brownsche Bewegung unter Q) und «(t), u(t)
und o (t) zeitabhéngige, deterministische Funktionen sind. Durch Anwendung der
Ito-formel erhalt man:

dr(t) = a(t)r(t) |log u(t) + ;’sf()t) — log r(t)|dt + o (t)r(t)dW (t)
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Sel nun

Man kann nun zeigen, dass
T T ~
Y(T) = eA(t)_A(T)Y(t)+/ a(u)eA(“)_A(T)logu(u)du+/ o (u)e =AM G (v).
t t

Da nun aber o(u) - exp[A(u) — A(T)] deterministisch ist, folgt, dass (7)) bei
gegebenem 7(t) lognormal-verteilt ist und es gilt

T
Eollog 7(T) | F] = A0~ ADY (1) + / a(w)e™=AD]og p(u)du
t

und .
Vargllogr(T) | F] = / o (u)2e2AW=AD) gy,
¢

3 Das Heath-Jarrow-Morton Modell (HJM)

Das Modell von Heath, Jarrow und Morten liefert vielmehr einen Rahmen fiir
speziellere No-Arbitrage-Modelle, als dass man es selbst als No-Arbitrage-Modell
bezeichnen kénnte.

Das HJM-Modell geht von den Werten der Forward-Rate-Kurve f(0,7) als In-
putdaten aus. Fiir feste Laufzeiten T liefert f(¢,7) einen It6-Prozess mit SDE

df(t,T) = a(t,T)dt + o(t, T)dW (t) firalle T >t,

wobei a(t,T) und o(t,T) von f(t,T) selbst, der gesamten Forward-Rate-Kurve
oder sogar von F; = o({W(s) : s < t})) abhingen konnen.

Voraussetzungen:

e Fiir alle T sind o(¢,T) und «(t,T) vorhersehbar und hiingen von der Ver-
gangenheit von W(s) bis zum Zeitpunkt t ab.

T T
/UQ(t,T)dt<oo und / la(t, T)|dt < oo fs.
0 0

T u
/ / la(t, u)|dt du < 0o
o Jo

e f(0,7) ist deterministisch und erfiillt fOT |£(0,u)|du < oo

4



g8

3.1 Die risikolose Anlage
Aus der SDE fiir f(¢t,T) folgt:

/O " ot w)dW (1)

du}< 00

r(T) = lim f(¢,T) :f(O,T)—i-/O a(s,T)dW(s)+/0 a(s,T)ds

t—T—

Der Bankkontoprozess B(t) hat die SDE:

= B(t) = B(0)eap Uotr(u)du]

O)exp[/otﬂo,u)du+/Ot/:a(s,u)du ds+/0t(/:a(s,u)du)dW(s)1.

3.2 Handelbare Anlagen
Die Preisgebung der Zerobonds findet wie folgt statt:

Pt.1) = eap| - [ ' Flt,

—ech[— /tTf(O,u)du—/ot/tTa(s,u)du ds—/ot(/tTa(s,u)du)dW@)}

Der diskontierte Anlagen-Preis wird definiert durch:

2(t,T) = Pg(’g) — eap Uot S(s,T)dW(s)—/tT f(O,u)du—/Ot /sTa(s,u)du ds],

wobei S(s,T) = — f (s,u)du.
Erneute Anwendung der Ito-Formel ergibt:

AZ(t.T) = Z(t,T) K%SQ(t, T) — /t "t u)du) dt + S(t, T)dW(t)} |

Hierbei kann S(¢,T') als Volatilitdt von P(t,T) interpretiert werden.



3.3 Maliwechsel

Um den diskontierten Anlagen-Preis in ein Martingal umzuwandeln, wird ein
Mafwechsel durchgefiihrt, wobei der benétigte Drift-Term, also der Marktwert
des Risikos, fiir eine Anleihe mit Laufzeit 1" gegeben ist durch:

(1) = %S(t,T) _ ﬁ /t ot u)du

In Bezug auf das Girsanov-Theorem muss nun aber 7(¢) die Novikov-Bedingung
erfiillen, damit ein ein dquivalentes Martingalmall ) existiert, so dass

eine Brownsche Bewegung unter () ist.Unter @) gilt dann:
dZ(t,T) = Z(t, T)S(t, T)dW (t)
Laut Voraussetzung ist aber nun Z(¢,7") ein Martingal unter Q).

Es folgt, dass .
dP(t,T) = P(t,T)(r(t)dt + S(t,T)dW (t)).

3.4 Duplikationsstrategien

X Zahlung eines Derivates bedingt tiber Fy zur Zeit S (S < T).
Ziel: Konstruktion einer Hedging-Strategie durch Bargeld und die T-Anleihe
P(t,T).

5 Konstruktionsschritte:

e Finden des dquivalenten Martingalmafes @, unter dem Z(¢,T") ein Martin-
gal ist.

e Definieren des Q-Martingals D(t) = Eg[B(S) ' X | F.
e Finden des previsiblen Prozesses ¢(t) so, dass D(t +f0 s)dZ(s,T).
e Definieren von ¢ (t) = D(t) — ¢(t)Z (¢, T).

e Die Handelsstrategie (1(t), ¢(t)), wobei
¥ (t) die Anzahl der Einheiten B(t) und
¢(t) die Anzahl der Einheiten P(¢,T),
ist eine selbstfinanzierende Duplikationsstrategie fiir X zur Zeit S.



3.5 Der arbitragefreie Markt

Sei nun X = 1, d.h. das Derivat ist ein Zerobond mit Laufzeit S

 P(t,8) = B()Eg[B(S)"" | F] = Eq [exp<— /t Sr(u)du) ‘ ft}

Fiir den diskontierten S-Bond gilt:
P(t, s)
B(t)
Somit ist Z(t, S) ein Q-Martingal. Dies gilt jedoch fiir alle Anleihen, woraus folgt,

dass diese durch die gleiche Maftransformation in Martingale iiberfiihrt werden.
Sie besitzen also auch alle den gleichen Marktpreis des Risikos

(1) = %S(t,T) _ S(%T) /t ot u)du

Z(t,S) = = Eg[B(S)™" | F]

& /t a(t,u)du = %S(t,T)2 —(t)S(t,T).

Da -2.5(t,T) = —o(t,T) ergibt Differentiation nach T
at,T) =a(t,T)(y(t) = S, T))

Hieraus folgt fiir das Ausgangsmodell:
df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW (t)
= a(t,T)dt + o(t, T)(dW (t) — y(t)dt)
= —o(t,T)S(t, T)dt + o(t, T)dW (t)

und somit

T(t):f(O,t)—/O 0(3,t)S(s,t)ds+/0 o (s, t)dW (s).
4 Zusammenhang zwischen dem HJM und den
Markov Modellen

4.1 Ho und Lee
Unter dem HJM erhilt man fiir o(s,t) =0 V s,t, also S(s,t) = —(t —s)o

1 —
= r(t)=f(0,t) + 502152 + oW (t),
also den Ausdruck fiir r(¢) im Ho-Lee-Modell.
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4.2 Hull und White
Ahnlich folgt mit o(s,t) = oce™*#=*) dass

S(s,t) = —Z(1 — e~ot=9),
(6%

woraus wiederum folgt

t o2 [t
_ / o(s,1)S(s, t)ds = L / el (1 _ gmal-9) g
0 a Jo
0.2

= T‘ﬁ(l — eiat)Q.

Damit erhalt man
2

r(t) = f(0,t) + %(1 —e )2+ a/t e dW (s),
0

also den Ausdruck fiir r(¢) im Hull-White-Modell.

5 Fazit

Das Rahmen-Modell von Heath, Jarrow und Morton liefert also die Grundlage
fiir die beschriebenen Markov-Modelle, sowohl das Ho-Lee-Modell als auch das
Hull-White-Modell. Auferdem impliziert es Duplikationsstrategien fiir allgemeine
Finanztitel und somit unter No-Arbitrage-Gesichtspunkten Preisgebungsmecha-
nismen fiir diese.



