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1 Einleitung

Ziel:
Berechnung von Anleihen- und Derivatpreisen ohne analytische Preisformeln.
Der Ausgangspunkt ist hierbei das risikoneutrale Mafl Q, also

T
V(t) =Eq |exp —/r(s)ds V(T)|F

Dieser Ansatz ist die Grundlage der Gitter Methoden und der Methode der
Finiten Differenzen.

2 Gitter Methoden

2.1 Allgemeines Gitter Modell

Betrachtet werden die Zeitpunkte tg < t1 <...< t,,. Im Zeitpunkt ¢; gibt es n;
Knoten, wobei der Knoten j zur Zeit ¢; als Zustand (i,j) bezeichnet wird. Zu
jedem Zustand gehort der risikolose Zinssatz r(i,j), mit welchem zwischen den
Zeitpunkten ¢; und ¢;41 verzinst wird. Definiere

q(i, 7 k) = Po[Zustand(i + 1, k)imZeitpunkt t, 1| Zustand(i, j)imZeitpunkt t;]

als die Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir das Gitter.

Es soll der Preis einer européischen Option mit Falligkeitszeitpunkt T = t¢,,
berechnet werden. Die Preise bei Filligkeit, also V(m,k), fiir k=1,...,n,,, sind
bekannt. Die Berechnung erfolgt rekursiv:

Sind im Zeitpunkt ¢; die Preise fiir die Zustédnde (i,1)...(i,n;) schon berechnet,
lauten die Preise fiir den Zeitpunkt ¢; 1 fiir j = 1,...,n,_1

Uz

V(i—1,j) = exp[-r(i — 1L,j)(t: — ti-1)] Y _qli — 1,4 k)V (i, k)
k=1

Soll der Preis einer amerikanischen Option berechnet werden, flieen auch die
Zahlungen U(i,j) bei Ausiibung im Zustand (i,j) in die Preisberechnung mit ein:

V(i —1,j) = max {exp[—ru L) = b)) Sl — LRV k). UG- m)}

k=1



2.2 Das trinomische Gitter Modell von Hull und White

Sei t; = tg + iAt
Im Laufe jedes Zeitintervalls At kann der risikolose Zinssatz um einen festen
Betrag Ar steigen, um Ar sinken oder gleich bleiben:

r(iAt) + Ar
r((i+1)At) = < r(iAt)
r(iAt) — Ar

Bei der Bezeichnung der Zusténde ist es iiblich, dass, ausgehend von (i,j), ein
gleichbleibender Zinssatz zum Zustand (i+1,j) fithrt, ein ansteigender Zinssatz
zum Zustand (i+1,j+1) und ein absinkender zu (i+1,j-1).

Startet man im Punkt (0,0), gibt es nach n Zeitschritten 2n+1 Zusténde
(n,-n),(n,-n+1),...,(n,n-1),(n,n).

Einfiihrung einer Begrenzung fiir die Ausdehnung des Gitters:

Wird der maximale Wert von r(t) erreicht wechselt man von mittigen zu ab-
steigenden Verzweigungen, das heisst im néchsten Zeitschritt konnen die Werte
r(t), r(t)-Ar und r(t)-2Ar erreicht werden. Beim Erreichen des minimalen Wer-
tes von r(t) wird zu aufsteigenden Abwzeigungen gewechselt.

Notation:

Quu = PolZustand (i+1,j+2) im Zeitpkt (i+1)At | Zustand (i,j) im Zeitpkt iAt]
qu = Po[ (i Lj+1) | (ij) ] ge = Po[ (i+1,) | (i) ]

qa = Po[ (i+1j-1) | (L) | gaa = Po[ (i+1,j-2) | (ij) ]

Ausgehend von der SDE
dr(t) = p(t,7(t))dt + o,.(t,r(t))dW (t)
erhélt man folgendes Gleichungssystem:

Eqlr(t + At) — r(t)|r(t)] = w-(t,r(t)) At
= Quu X 207 + qu X AT 4 qe X 0+ qq X (=Ar) + qaa X (—2Ar)

Eo[(r(t + At) — r(t)?r(t)] = o (t,7(£))2 At + p,(t, ()2 At
= quu X AAT% + qy X AT? 4+ qg X AT? + qaq x 4Ar?

Guu + Gu + Ge +qa + qaa =1

Dieses Gleichungssystem muss nun fiir die verschiedenen Verzweigungsarten
gelost werden. Definiere

Ar?
or(t,r(t))2At
_ wr(t,r(t)) At

Ar

ky = ko(t,7(t)) =

0, = 0,.(t,r(t))



Wahrscheinlichkeiten beim mittigen Verzweigen (¢uy = ¢da = 0)

B 1+9T+93 _q 1 02 ! 9T+03
Ww=op Ty Ty =17 =0 Q=55 T
Wahrscheinlichkeiten beim absteigenden Verzweigen (gy., = ¢, = 0)
1 30, 62 1 1 0, 62
=1 — + L = —— —20r — ? =—4+ =+ -
qc +2kr+ 5 +2, qd . T —0., Qdd 2kr+2+2
Wahrscheinlichkeiten beim aufsteigenden Verzweigen (gqq = qq = 0)
1 0 62 1 1 36 62
uu — - i7 u = T 7 20 _627 c:1 - a =
Qo =gp- =y Ty W= AT g =1t o oty

Héangt die Volatilitdt von r(t) ab, ist es iiblich eine Transformation durch-
zufithren, um einen Prozess mit konstanter Volatilitit zu erhalten. Betrachte
X (t)=f(t,r(t)), wobei r(t)=f~1(t,X(t)) wohldefiniert ist. Um konstante Volati-
litdt zu erreichen, ben6tigt man:
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L (¢ - =

87( ) or(t,r)

Zur Berechnung der Pfadwahrscheinlichkeiten werden folgende Gréflen benotigt:

i—i, Ox(t, X(t)=0=pux(t X)) at

B (X (1) = = :
Hull und White schlagen vor k = 3 zu wahlen.

Die Preisberechnung fiir eine europiische Option erfolgt rekursiv:
Seien V(i,j) bekannt fiir j=ny,...,n,,, dann folgt

exp(—r(i = L)A) Y _, o ali = Lj;k)V(i k) fir j=n,
V(i—1,5) = exp(—r(i — 1, j)At) Y0 . q(i— 15 k)V (i k) fir ny<j<ny,
eap(—r(i —1,)A) Y1 qli = 1, )V (i k) fiir j=mn
Fiir den Preis einer amerikanischen Option erfolgt die Berechnung, wie im allge-

meinen Fall beschrieben, unter Beriicksichtigung der Zahlungen bei Ausiibung
vor Ende der Laufzeit.

3 Methode der Finiten Differenzen

Betrachtet wird das Ein-Faktor-Modell fiir r(t):
dr(t) = pr(t,r(t))dt + o, (t,7(t))dW (t)

wobei W (t) eine Standard Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Maf
Q darstellt.

Fiir eine européisches Derivat mit V(T) = ¢ (r(T)) wurde folgende partielle
Differentialgleichung hergeleitet:

ov. oV 1 0%V

—-— + (t,T)—FiW

oV 2 _
5 5 . or(t,r) rV



Diese partielle Differentialgleichung soll numerisch mit einer Gitterapproxima-
tion gelost werden, wobei wieder rekursiv vorgegangen wird, angefangen beim
Falligkeitszeitpunkt T.

Dazu transformiert man r(t) in den Prozess X(t) = f(r(t)), dessen Volatilitéit
konstant ist. f(t,r) wird so gewihlt, dass gilt:

of 1
E(t’r) ~o.(t,7)

Es ergibt sich die partielle Differentialgleichung

v oV 102V
wobei
buita) = (2 00)) [intrto) - 2200 0)— Pt
xT ’Jj - ax 71‘ lLt'f’ 7r 7x 2ax2 ,m 6t 7x
_ pe(tr(t,z)) 100, 1 or

= o) 2o BT - ey ae )
mit der Randbedingung V(T x) = ¢ (r(T,x))

Zur Definition des Gitters:

Die Zeit t lauft von t, bis t,,, = T, wobei t; = t,+iA t

x lauft von x, bis x,,, wobei x; = x,+iA x. Auflerdem miissen Randbedingungen
fiir den oberen und unteren Rand des Gitters festgelegt werden.

Es wird folgende Notation verwendet:

.. ov . . ov
V(Za.j) = V(ﬁi,l‘j), E(%]) = E(tiaxj)aetc'

9(27]) = em(tiaxj)’ T(i,j) = r(ti7xj)

In den Punkten, die nicht auf dem Rand des Gitters liegen, werden die partiellen
Ableitungen folgendermaflen approximiert:

v, . V(@+1,j)—V(ij)
E(%]): At ,
oder %—Z(i+1,j)zv(l+1’£t V(ld)v
8l(2 ) = V(,j+1)=V(@,j—1)
oz T 2Azx ’
OV . V(i j+1)=2V(i,j)+ V(i,j—1)
gz (0J) = (Az)?



Fiir die Festlegung der Randbedingungen gibt es verschiedene Moglichkeiten.
Hier wird eine Approximation von Vetzal verwendet:

OV gy = V2 + V(1) 3V (30)

oz 2Az ’

PV gy V00:2) =2V, 1)+ V6,0)

92’ (Ax)?

OV BVGN) — AV N 1) 4 V(i N ~2)
oz 2Ax ’
OV . V(i,N)=2V(GN-1)+ V(N -2)
Faz W) = (Ax)2

3.1 Explizite Finite Differenzen

Einsetzen der Approximationen fiir die Ableitungen in die partielle Differenti-
algleichung ergibt:

(L4+7@, ) AV (i, 5) =V(i+ 1,7 + Dpuli, j) + V(i + 1, j)pm(i§) + V(i + 1,5 — pa(i, j)
wobei

o001, 5)At At

Puli,j) = 2Ax 2(Ax)?

. At
Pm (i, J) =1 — W

0(i, 7)At At

2Ax 2(Ax)?
Analog ergeben sich die Gleichungen fiir die Randbedingungen:
(L+7(E,0AH)V(i,0) = V(i + 1,2)puu(i; 0) + V(i + 1, 1)pu (i, 0) + V(i + 1,0)pm (4, 0)

wobei

pd(iaj) =

0(i,00At At
+

puu(lvo) = 2Ar 2(A(E)2
o 20(,0)At At
Pl 0) == ~ Ay
36(7,0)At At
P 0) =1 — 20T

2Az 2(Ax)?

und

Q1+7r@E NAOYV(,N)=V(i+ 1, N)ppn(i, N)+V(iE+1,N — Dpg(i, N) + V(i + 1, N — 2)paq(i, N)
wobei

, 30(i, N)At At

N)=1

pm (i, N) =1+ 2me 2(Ax)?

_ 20(i, N)At At
pd(laN) == Az - (A:c)2
0(i, N)At At

2Az + 2(Ax)?

paa(i, N) =




Die Berechnung der Derivatpreise ist mit dieser Methode relativ einfach, aller-
dings ist das Verfahren instabil, falls
At
(Az)?

1<

3.2 Implizite Finite Differenzen

Auch bei dieser Methode approximiert man die Ableitungen, welche in der par-
tiellen Differentialgleichung vorkommen, allerdings wahlt man andere Indizes
als beim expliziten Verfahren. Es ergibt sich
(1= 1+ LDAOV (i +1,9) = V(i,j + Daulis) + V0, 3)am(i,3) + VG, — Daalis )
wobei

0(i+1,5)At At

Qulirj) == 2Ax - 2(Az)?
At
g4 Ot
m (1, 7) + (Az)?
(i, 7) 0+ 1,5)At At
W\, 3) = 2Ax 2(Ax)?

Analog ergeben sich die Gleichungen fiir die Randbedingungen:

wobei
0(i+1,0)At At

Guu (3, 0) = 2Azx © 2(Az)?
i+ 1,0At At
0(:0) == = T Ay
i+ 1,0)A A
i) =1 + B+ LOA t

2Azx - 2(Az)?
und
(1 - T’(i + ]-7 N)At)V(Z + 1; N) = V(Za N)Qm(ia N) + V(Za N — 1)Qd(i, N) + V(Z’ N — Q)Qdd(ia N)

wobei
30(i+1,N)At At
gm (i, N) =1 = ( —;Aaz : B 2(Ax)?
20(i + 1, N)At n At
Az (Ax)?
0(i+1,N)At At
2Ax 2(Ax)?
Man erhilt also implizite Gleichungen fiir V(i,0),...,V(i,N), welche in Matrix-
schreibweise wie folgt aussehen:
Qi)V (i) = A(i)
Ai)j=A—-r@E+1,)A)V(Ei+1,j5), j=0,..,N
V(@); =V(,5), j=0,.,N

Qi) = [Wj,k];\,[k:o

qd(i,N) =

paa(i, N) = —



Die Matrix (%) ist dabei fast tridiagonal:

WN,N—2 = qad(i, N)
wjj-1=qa(4,7), j=1,.,N
wij =qm(i,j), j=0,..,N
Wij+1 = qu(i,j), j=0,..,N—1
wo,2 = quu(4,0)

wjr =0 sonst

3.3 Losung eines Gleichungssystems mit fast tridiagonaler
Matrix

Umformen des Gleichungssystems in
Q)V (i) = A(@)
mit tridiagonaler Matrix €(i):
Gig=wip, j=1,.,N-Lk=0,..,N

~ Wo,2
Wok = Wok — — Wik k=0,..,N
1,2

- WN,N—-2
ONk=WNE — ———WN-1k, k=0,...,N
WN—1,N—2

Ai=X, j=1,...,N—-1

Xo = Ao — 202y,

w1,2
WN,N—-2

;\N:/\N_ /\N—l

WN—1,N—2
Schrittweises Umformen des Gleichungssystems in
Q)V (i) = Ai)
mit oberer Dreiecksmatrix Q(i):

Wor =wWok, J=0,...,N

5\0 = ;\0
Fiir j=1,...N berechne
- @j -1
¢j = — 7
Wj—1,j—1
Wik =Wk — ¢j0j—1k, k=0,.,N

A=A = diAia

Nun kann dieses Gleichungssystem gelost werden:

A
V(i,N)=
WN,N
N @ V(i + 1
Vi, j) = N CantVETHD oy o

Wi



Damit ist die implizite Methode um einiges aufwéndiger als die explizite. Der
grofle Vorteil der impliziten Finiten Differenzen liegt in der uneingeschrankten
Stabilitét.

3.4 Die Crank-Nicolson Methode

Sei a € [0,1]
Nach Einsetzten der approximierten Ableitungen in die partielle Differential-
gleichung ergibt sich

aV(i,j+1)qu(i, j) + V(i,5)am (i, J) + V (i, § — 1)qa(i, j)
+ (1 —a)1+r(,H)A)V(4,7)

=(1=a)V(i+1,5+ Dpu(i,j) + V(i +1,7)pm(i5) + V(i + 1,7 — 1)pa(i, j)
+a(l—r(i+1, ) AV (i+1,7)

Durch die Randbedingungen ergeben sich die Gleichungen

aV (i,2)quu(i,0) + V (i, 1)qy(i,0) + V(4,0)gm (7, 0)
+ (1 —a)(1+7r(,0)At)V(i,0)

=(1—-a)V(i+1,2)puu(i,0) + V(i+1,1)p,(3,0) + V(i + 1,0)pm(4,0)
+a(l —r(i+1,00A0V (i +1,0)

und

aV (i, N)gm(i, N) + V(i,N — 1)qq(i, N) + V(i, N — 2)qqq(i, N)
+(1—a)1+7r@E, N)AL)V (i, N)

=1-a)V(i+1L,N)pn(i, N)+V(i+1,N—-1)ps(i, N)+V(i+1,N — 2)pga(i, N)
+a(l—r(i+1, N)ADV (i + 1, N)

Bei der Crank-Nicolson Methode ist «=0,5. Es ergibt sich, genau wie bei der
impliziten Methode, ein Gleichungssystem mit einer fast tridiagonalen Matrix.

3.5 Konvergenzordnungen

Man betrachtet eine Folge von Gittermethoden G; mit Schrittweiten At(1)— 0
und Ax(1)— 0 fiir 1— oco. Der Fehler bei den expliziten und impliziten Finiten
Differenzen ist dann von der Ordnung O(At)+O(Az?).

Bei der Crank-Nicolson Methode ist die Fehlerordnung O(A#?)+O(Ax?).



