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3.1 Einleitung

Eine Pramie ist eine Zahlung, die ein Versicheraegser tatigt, um Vollversicherungs- oder
Teilversicherungsschutz gegen ein Risiko zu erhalBde Betrachtung der Pramienkalkulation
findet hier nur aus mathematischer Sichtweise .stalth der Praxis missen
Versicherungsunternehmen abgesehen von Risikodkeastiken auch andere Faktoren, wie z.B.
die Pramien, die die Konkurrenz in Rechnung stellBetracht ziehen.

Sei I, die Pramie, die ein Versicherer berechnet, um &ik& X zu versichern. Das Risiko X
bezeichnet die Anspriiche der Versicherungsnehnenath der Zufallsvariable X verteilt sind.
Die Pramie [T, ist eine von X abhangige Funktion und eine Vorchdie 1, einen
Zahlenwert zuordnet, heil3t Pramienberechnungsprinzi

Ein Pramienprinzip hat die Fori, =¢(X), wobei ¢(X) irgendeine Funktion ist.

3.2 Eigenschaften von Pramienprinzipien
Wiunschenswerte Eigenschaften:

(1) erwartungswerttibersteigend: I, > E[X]
Die Pramie sollte nicht kleiner als die eneteh Schadenersatzzahlungen sein.

(2) additiv:  Falls Xund X unabhangige Risiken, dann dilt, ,, =M, + M,

Durch das Kombinieren oder Trennen von Risiegibt sich weder fir das Individuum, noch
fur den Versicherer ein Vorteil.

(3) (positiv) homogen: Falls Z=aX mita > 0, dagith [1,=all

(4) translationsinvariant: Falls Y = X +c mitx0, dann giltfl, =M, + ¢

Falls die Verteilung von Y der um c verschafreWerteilung von X entspricht, dann muss die
Pramie fur das Risiko Y der um c erhohten Rediir das Risiko X entsprechen.

(5) maximalschadenbegrenzt: Falls eine begrenzeximale Schadenersatzforderyng
existiert, dann gilfT, < x_

Falls diese Bedingung nicht erfillt ist, bestelmtdés Individuum kein Anreiz eine Ver-
sicherung abzuschliel3en



3.3 Beispiele fur Pramienprinzipien
3.3.1 Nettorisikoprinzip

My =E[X]
Die Nettorisikopramie entspricht den unter Risikateten Schadenersatzforderungen an den
Versicherer. Die Pramie deckt lediglich die erwtme Schadenersatzforderungen, enthéalt
allerdings keinen Gewinn- oder Sicherheitszuschlag.

(1) erwartungswerttibersteigend: I, = E[X]

(2) additiv: My x, = EXa+ Xo] = E[Xq] + E[X] = M, + M
(3) (positiv) homogen: M, =E[Z] = E[aX] = aE[X] = d1
(4) translationsinvariant: M,=E[Y]=E[X+c]=E[X]+c=T +cC
(5) maximalschadenbegrenzt: Xx, = E[X] < E[x,]= X,
= Iy <X,

3.3.2 Schadenerwartungsprinzip

MN,=(1+8)E[X] mitd>0
@ ist der Pramienzuschlagfaktor udde[X] ist der Pramienzuschlag.
Das Erwartungswertprinzip ordnet allen Risiken da@tselben Erwartungswert dieselbe Pramie
Zu.

(1) erwartungswertibersteigend: M, = (1 +8) E[X] = E[X] + GE[X] > E[X]

mit E[X]> 0
(2) additiv: My .x, = (@ +6) E[X1+ Xg] = (1 +6)E[X4] + (1 +6)E[X?]
=T x, T n Xy
(3) (positiv) homogen: MN,= (1 +6) E[Z] = (1 +8) E[aX] = a(1 +0) E[X] = all

(4) nicht translationsinvariant: M,=(1+6) E[Y] = (1 +8) E[X + c]
=(1¥)EX]+(1+8)c>M,+cC



(5) nicht maximalschadenbegrenzt: GegenbeispieMaximalschadenbegrenztheit
SeiP(X=b)=1mitb>® >0undb =x,
MNy=Q+0)E[X] =1 +8)b>b =X,

= I,> X,

3.3.3 Varianzprinzip

M, =EX]+aV[X] mit a>0
Der Pramienzuschlag ist proportional zu V[X].

(1) erwartungswerttibersteigend: I, = E[X] + aV[X] > E[X], daa > 0 und V[X] O [0,x]

(2) additiv: M X4 X, E[X1 + X2] + aV[X 1+ XJ]
= E[X] + E[Xo] + aV[X4] + aV[X]
=M, + My

(3) nicht (positiv) homogen: M, = E[Z] + aV[Z] = E[aX] + aV[aX]

= aE[X] 4o &V[X] = a (E[X] + a aV[X]) #all,

(4) translationsinvariant: M, = E[Y] + aV[Y] = E[X + ¢] + aV[X + c]
= E[X] +c+aV[X] = E[X] + aV[X] +c= M +cC

(5) nicht maximalschadenbegrenzt: GegenbeispieMaximalschadenbegrenztheit
Sei P(X=8) =P(X=12) =0,5und 12
E[X]=0,58+0,512=10
V[X] = (8 - 10Y10,5 + (12 - 10).0,5 = 4
Mn,=10+ 4
Fura > 0,5istl, > 12 =x_

3.3.4 Standardabweichungsprinzip

M, = E[X] + aV[X] "*mita >0
Der Pramienzuschlag ist proportional zur Standasg&thung von X,



(1) erwartungswertiibersteigend: M, = E[X] + aV[X] 2> E[X], da V[X]"? LJ[0,x]

(2) nicht additiv: My.ox, = EIX1 + Xo] + aV[X 1 + Xo]
= EX] + E[Xa] + a(V[Xq] + VX)) '?
# I X, + 11 X,
= E[X] + E[Xg] + aV[X "2+ aV[X ;] *?

(3) (positiv) homogen: N, = E[Z] + aV[Z] % = E[aX] +aV[aX]"?
= aE[X] +a(a2V[X]) 2 = aE[X] + aaV[X]
= a(E[X] +aV[X] Y) = an

(4) translationsinvariant: M, = E[Y] + aV[Y] *?= E[X + c] +aV[X + c]*?
= E[X] + ¢ +aV[X] ¥ = E[X] + aV[X] "? + ¢
=M,+c

(5) nicht maximalschadenbegrenzt: GegenbeispieMaximalschadenbegrenztheit
Sei P(X=8)=P(X=12) =0,5und 12x
E[X]=0,58 + 0,512 =10
VIX]¥2=[(8 - 10¥10,5 + (12 - 109 10,5)["? = 2
MnN,=10+ 2
Fura > 1istM,> 12 =x,

3.3.5 Nullnutzenprinzip

u(W) = E[u(W + 11, - X)]
Der Versicherer hat die Nutzenfunktion u(x) mitx)’¢ 0 und u™’(x) < 0. Damit ist u monoton
steigend, streng konkav und es liegt Risikoavers@mn
W bezeichnet das Vermogen des Versicherungsunteeh und 1, ist die
vermogensabhangige Nullnutzenpramie.

Spezialfall:Exponentialprinzip
Wenn die Nutzenfunktion exponentiell ist mit u(x) € undp > 0, dann folgt:

My= B_l log E[éix]

Bew.: u(W) = E[u(W +1, - X)]
= _e-BW — E[_e-BW -Bl'[x+ BX]



- -eW=ELefW el 1-eP] = e e Pl [-E[]
&M= E[¢”]

BN, = log E[*]

M, =p"log E["]

U Ul

Das Exponentialprinzip ist besonders vorteilhadted auf der momenterzeugenden Funktion von
X basiert (M(B) = E[¢”]) und dadurch mehr Informationen tiber X entheilk, alle bisherigen
Prinzipien. Ein fur die Praxis entscheidender Vibrist, dass sich das Exponentialprinzip im
Gegensatz zum Nullnutzenprinzip explizit bestimmksst. Das Exponentialprinzip hat
zusatzlich die praktische Eigenschaft der Vermogeakhangigkeit. Dieses bedeutet also, dass
Veranderungen des Kapitals nicht unmittelbar zeri\feranderung der Pramie fihren.

(mit Jensens Ungleichung)

(1) erwartungswertiibersteigend:  u(W) = E[u(WT - X)] < u(E[W + I, - X])
= u(W H1, - E[X])
= 0< My -E[X]
= M,>E[X]

(2) nicht additiv: Gegenbeispiel zur Additivitat
u(W) = E[u(W +1, - X)]
Sei %: P(%=280)=0,5und P(¥= 120) = 0,5
%: P(%=90)=0,6und P(X= 120)=0,4
W = 300, u(x) = x - 0,00&xfiir x < 500

—  u(300) = E[u(300 1, - X)]
— 300 -90 = E[300 41, - X — 0,001 (300 41, - X)7]
= M,2-(400 + 2E[X]) M, + E[X?] + 400E[X] = 0

E[X]= 0,51 80 + 0,51 120 = 100
E[X:] = 0,51 80 + 0,51 120 = 10400

= M, ?- (400 +2100) M, + 10400 + 400 100 =0
= M, =101,0025

E[X2] = 0,61 90 + 0,41 120 = 102
E[X,’] = 0,61 90° + 0,41 120 = 10620

= M, 2-(400+21102) M, + 1620 + 400 102 =0



= M, =1025407

E[X. + X5] = 100 + 102 = 202
E[(X. + X2)?] = E[X47] + 2E[X4] E[XJ] + E[X]]
= 10400 + 21001102 + 10620 = 41420
= My, - (400 +21202) M, ,, + 41420 + 400 202 =0
= My, =203,5460
= M, + M, =101,0025 + 102,5407 = 203,54371 , .,

Das Nullnutzenprinzip ist generell nicht additiwath das Exponen-
tialprinzip dagegen schon:

M,.x,= B log E[da X))
=g log E[e %1 168 *2]
=p™ log (E[ ] E[¢! *2])

=p" log E[¢ *1] + B log E[¢'*2]= N, + 1,

(3) nicht (positiv) homogen: Gegenbeispiel zursfpeen) Homogenitét
Sei X ~ N ,0?), u(x) = - &~

= M =p"log E[€"] = B log My(B)
Mit My(B) = & **7° ¥ momenterzeugende Funktion
= Pplloge® " P =Bl (uB+ho?pA) = pu + 0P

E[Z] = E[aX] = aE[X] = &u
V[Z] = V[aX] = &V[X] = a’c ?
= M,=au +%&c’p+ all,=au +%ar’p

(4) translationsinvariant: u(W) = E[u(WH, - Y)]
E[u(W +I,-Y)] = E[u(W + I, - c - X)]
= M,-c="ry
= MNy=Ty+c
(5) maximalschadenbegrenzt: Wik - X>W+ T, - X, dax< X,
u(W) = E[u(W 411, - X)] = E[u(W + My - Xx)]

= U(W 1= x,)]
= uW)>uW+TM,-x,)



3.3.6 Esscher-Prinzip

Die Esscher-Pramie kann als Nettopramie fiir daik®RiX betrachtet werden, das
folgendermalRen mit X verwandt ist:

Sei X eine stetige Zufallsvariable im Intervall(), mit der Dichtefunktion f.
Dann ist g die Dichtefunktion der Zufallsvariable.

g(x) = M
[e™f (x)dx

Die Verteilungsfunktion voiX ist G, bekannt als Esscher-Transformation von FRaiameter h.

[e” £ (y)dy

G(x) =OMT mit My(h) = E["] = Te“Xf(x)dx

. Tetxehx f (X)dX Te(Hh)X f (X)dX
Mz (1) = E[€] = [e*g(x)dx= 2 =0
0 jehx f (x)dx j e™ f (x)dx

_ M, (t+h)
~ M, (h)

Die Dichte g ist die gewichtete Version der Dichte

ehx f (X) hx

_ e _ w(x) f(x)  mit w(x) =

909z M (h) M (h)

je“x f (x)dx

e™hM, (h) -e™M " (h)
M (h)?

Dah>0,w(x)= > 0 erhoht sich mit steigendem x die Gewichtung w.



Far die Pramienkalkulation ergibt sich damit:

-3 d M, (t+h) 0 Ty it
E[X]= =M (t) |co0= — 27 [0 und= M, (t+h) [=o= | X" f(X)dXx |
[X1= GM ) feo= 2 =y )™ lio und 5 My(t+) o j (X)X | =0
=I Xe™ f (x)dx
0
[ xefgdx o1
= E[X]= Om = E[ehx] =y
[e™ f()dx
0
M ist der Erwartungswert voix und stellt die Esscher-Pramie dar.
[e f (x)dx
0% : . — N - _Mx(t)_o — tX
(1) erwartungswertiibersteigend: h=0:x) = o = = je f (X)dx
«©) jf(x)dx 0
0
= M(1)
= E[X]=E[X]
=  N,=E[X]=E[X]
vi ' 0" M, (t+h)
h>0: E[XT= —M_ (t) |=z0= — —2—— |
[ ] atr x() |t0 atr Mx(h) |t0
_MPO(h)
M (h)
inxz iE[)Z = i—Mx(h)
oh oh oh M, (h)
(Quotientenregel) _ M >(<2) (h)M X (h) -M x (h)M x (h)
M (h)?
:Mf)(h)_('\/l'x(h) ?
My (h) M, (h)

=E[X2-E[X]2=V[X]=0
Dail'l 4 hicht fallend ist gilt fur alle i 0: M, > E[X]
oh



(2) additiv: n _ E[(X, + X,)e" ] E[X,e™e™ + X ,e™e™]
| ST ST

_ E[X,e™ ]E[e"*] + E[ X ,&"*]E[e™]
E[e"™:]E[e™]

hX; hX,
=E[Xle ]+E[X2e ]:|_|X+I_IX
E[ eh)(1 ] E[ thZ ] 1 2

(3) nicht (positiv) homogen: Séil , (h) die Esscher-Pramie mit dem Parameter h fur das
Risiko X.T1, (h) ist die Esscher-Pramie fur Risiko Z.
_ E[z€™] _ E[aX&™] _ aEXe"™]
I_Iz (h) = hzy haX - haX
E[e"] E[e"™] E[e™]
= dl, (ah)#arl, (h)

Fir a# 1 gilt M, () # ar , (h)

Y + h(X+c) hX Lhc hX hc
(4) translationsinvariant: M _ElYe"] _ El(X+Qpe ] = E[Xe"e" +ceTeT]

\an E[ehY] - E[eh(x+c)] E[ehxehC]
_E[Xe™]e™ +cEe™]e™ _ E[Xe™] .
E[ th ]ehc E[ th ]
= My+c
(5) maximalschadenbegrenzt: Sej die hochste mogliche Schadenersatzforderung.
PX<x,) =1

=  Xe™<x, &

hX hX hX
- n,= E[ Xe ]< E[x.e"] _ = E[e"]

= = X
E[th ] E[th ] m E[ehx ] m

3.3.7 Risikoangepasstes Pramienprinzip

n,= j[P(x > X)]YPdx= j[1— F(X)]"Pdx mit p> 1 Risikoindex
0 0

X ist eine nichtnegative Zufallsvariable mit derriédungsfunktion F.
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Fir p = 1 ergibt sich die Nettorisikopramiél , = j[l— F(x)] dx= E[X]
0

Die risikoangepasste Pramie basiert auf einer Toamation.
Sei H die Verteilungsfunktion einer nichtnegativ&irfallsvariable X mit:

1 —H(x) = [1 - FOYP
Es gilt: E[X] = T[l— H(X)]dx = T[l— F)IYPdx =1,

f ist die Dichtefunktion der stetigen Zufallsvari@tX und h ist die Dichtefunktion von'X

H() = 1- [1- Feof®
6 = (1~ FOOI* 109
Die Dichtefunktion von X stellt lediglich eine gewichtete Version der Digainktion von X dar.
Mit steigendem x steigt auch das an f geknupfte iGawv:
Far p = 1 ist h(x) = f(x) mit w(x) =1
Fur p > 1 ist h(x) :% [1- FO)I*™2(x)  mit w(x) = %[1 - FO[vPt

Wm=%%4ﬂrﬂmm“H®)

= (%-i) [1-FOIY2f(x) >0  mit Fp#£ 1

2

= w(Xx) wachst fur steigendes x monoton

(1) erwartungswertiibersteigend: Fle f: 1-F(X)<[1 - FO)IP fiir x > 0

E[X] = T[l— F(X)]dx < T[l— F)IYPdx =1,

(2) nicht additiv: Gegenbeispiel zur Additivitat
Seien X und X% Risiken, i.i.d.,,p=2
P(% =0)=0,5und P(X=1)=0,5
P(%=0)=0,5und P(X=1)=0,5

1
= N, =[1-05]"?dx=05"=n,,

0



(3) (positiv) homogen:

(4) translationsinvariant:

11

052 fur x<1
Px+ Xy;>x) =
3[05? fir x=1
1 2
My, = [[05°]"2dx+ [[3005%]"2dx
0 1
=05(1-0)+%105(2-1)=05(1+%

My + M, =205%>05(1+ %) =n,,,
I_IX1+ rlxz—_/: rlxl

+X2

n,= T[P(Z >x)]"Pdx = T[P(ax > x)]"Pdx

<fipoc > v
0 a

Substitution: yé, dy_1
a dx a

= dx=ady

Mn,=a[[P(X >y)]""dy = an,
0

1 fir x<c .
P(Y >X) . mitY =X + ¢
1-F(x-c) furx=c (O

(O PX+c>x)=P(X>x-c)=1-P(Xx-c)
=1-F(x-c¢)

n,= T[P(Y > X)]VP dx= T[P(X +o> WY Pdx
= [V ax+ [ F(x-o"dx

=j[1] dx+ T[l—F(x—c)]”pdx

C

Substitution: x -c = y,g—y =1 =dy=dx
X

M,=c+[[L-F(y)Pdy =c+M,

0



(5) maximalschadenbegrenzt:

Sexgj=1

= My < X

M= [[L-F]Pdx< [P dx= [1dx = x,
0 0 0

3.4 Fazit

Prinzip erwartungswert- additiv positiv translations- | maximalschaden-
Uberschreitend homogen invariant begrenzt

Netto v v v v v

Erwartungswert v v v

Varianz v v v

Standardabweichun v v v

Nullnutzen v v v

Esscher v v v v

Risikoangepasst v v v v

Die Analyse hat gezeigt, dass einige Prinzipienmaginschenswerte Eigenschaften erfillen, als
andere. Die Frage, welches Pramienprinzip der ¥eeser nun benutzen sollte, lasst sich

allerdings nicht beantworten.

Mathematische Uberlegungen allein reichen nicht aus iber eine Pramie zur Deckung des
Risikos aus Sicht des Versicherers zu entscheidesh es wére rational die relevanten
Eigenschaften fur das vorliegende Risiko zu ideifen und ein Pramienprinzip zu wahlen, das

diese Eigenschaften erfullt.




