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2.1. Risikofaktoren und die Verlustverteilung

2.1.1 Allgemeine Definition
Wir beobachten den Wahrscheinlichkeitsra(®, F,P)

V(s) ist der Wert des Portfolios in dem Zeitpunkt s
Abezeichnet den Zeithorizont, z.B. ein Tag oder Zedgen.

Der Verlust,der aus einem Portfolio in dem Zeitraubs,s+A ] ist durch:
Uoena) == (V (5+8) -V (s))

Die Verteilung von L[WA] wird Verlustverteilung genannt.
Bemerkung 2.1

Wir betrachtenA g|s festen Zeitraum. In diesem Fall ist es zweckmaRigt in

Einheiten A zu messen.
Sei Y(s) ein Prozess unflY,)_ eine Folge m¥,: = Y (tA) ,dann wird der Verlust
durch

L = L o) = ~(Vea=V)

beschrieben.

Zum Beispiel, in Marktrisikomanagement wird der Met haufig auf Tagesbasis

gemessen, aber in Finanzmodellen wird die Zeit @n Regel auf Jahresbasis
gemessen.

Da ein Jahr 365 Tagen hat, setzten Wir 1/365, oder ein Jahr von 250 Arbeitstagen
setzen wir A =1/250.

(1)

Die ZufallvariablenV, und V,,, bezeichnen jeweils der Wert des Portfolios am Tag
tundt+1, undL,, istder Verlust zwischen den Tagentzut+ 1.

Ein d-dimensional Zufallsvektor hat Komponentenilitaktoren Z, :(Zt,l"'zt,d)l

hat folgende Darstellung.

Vv, =f(t.2,) 2)



,wo f eine messbare Funktion ist, heisst Risikoabbildung.

Die Auswahl der Risikofaktoren hé&ngt von dem Pddf@b. Haufig verwendete
Risikofaktoren sind logarithmisch Preise der finalhen Vermdgenswerte, Ertrage
sowie logarithmische Wechselkurse.

Sei (X,),y €ine Folge von Risikofaktoranderungen uqd=27, -Z,_,.

Aus (2) kdnnen wir den Verlust des Potfolios besitien durch:

Lt+1:_(f (t +1’Zt+xt+1)_ f (t’Zt)) (3)
Wenn Z, bekannt ist, wird die Verlustsverteilung von deisikbfaktoranderung

X,,, abhéangen.

Wir beschreiben hier einen neuen Begriff.

Der Verlustoperator Iy : R - R ist definiert als

Ly (X)==(f(t+1Z,+x)- £ (t,2)) xOR, @)

Und offensichtlich Ly, =l (Xe) -

A
Ist f differenzierbar ist, so beobachten wir diepfgximation erster Ordnund"+1 in
der Gleichung (3), dann gilt

8 ::—(ft z)+%r, (t,zt)ij,

()

wobei die Indizes von f die partiellen Ableitungzbehnen. Dann ist der linear

Verlustoperator gegeben durch

2 (X)::—(ft (t2)+3 1, (t,Zt)xJ
' (6)

Bemerkung 2.2

Bei der Entwicklung von Formeln (2) zu (6) sind wliavon ausgegangen, dass die

Zeit in Einheiten A gemessen wird. Damit mit Markt-Konvention in ureser

Beispielen zu ziehen, wird es manchmal die Abbiggamder Form g (s, Z) betrachtet,

wobei die Zeit s in Jahren gemessen wird; in dieBathdie Gleichungen (2) und (3)

werden umgeformt zu



L, =-(g((t+1)A.Z,+ X,,.)-g(1a.2,)),
wobeiA die Lange des Risikomanagementzeitraums im JahDie lineare Version

der Gleichung (5) kann wie folgt beschrieben werden

I‘lA+1 = _(gs (tA' Zt)A + i gzi (tA’ Zt) Xt+1,i j

Bemerkung 2.3

In unserer Definition von Verlust des Portfolios hneen wir an, dass die
Zusammensetzung des Portfolios Uber den Zeitraununverandert bleibt.

2.1.2 Bedingte und unbedingte Verlustverteilung

Die Differenz zwischen bedingter und unbedingterli&verteilung hangt stark von

der Risikofaktoranderungen ab.

Nehmen wir an, dass die Risikofaktoranderung etaéomare VerteilungF, auf

R’ hat. Das bedeutet im Wesentlichen, dass die Vengilvon (X,) . konstant

tON
ist. (siehe Kapitel 4)
Sei 2 eine o -Algebra, die 6ffentlich zugangliche Informationeanz Zeitpunkt t
beschreibtg, = o{ X, :s<t}) wird oft als die Geschichte bis zum Zeitpunkt t

(einschliel3lich Zeitpunkt t) genannt.

F
Typischerweise *+* bezeichnet dibedingte Verteilung von X..,0egebeng, .

Die bedingte VerlustverteilungF ist definiert als die Verteilung des

L(+l‘¢t

Verlustoperatorsly (.) unterF, , .

Fir 10R, gilt F_, (1) =P(l, (X.) <1|8,) = P(L..<1]4))
2.1.3 Risikoabbildung
Beispiel 2.4

Betrachten wir ein Portfolio von d Aktien. Sel die Anzahl der Aktien i im

Portfolio zum Zeitpunkt t. Der Preis-Prozess dertiédki wird durch (S'i)tDN



bezeichnet. Aus der Praxis in Finanz- und Risikaagement benutzen wir

logarithmische Preise als Risikofaktoren, z.B. méhmen ad,; :=In§;, 1<i<d
Die Risikofaktoranderungen ist davf,,; =In§,;; -In§, .Dann bekommen Wir
V,=>"" Aexp(z,)und damit

Lt == (V= M)

- 2/1 exp(Ze.; ) - Z/‘ ex{Z, )j
= - i/}i (exp( InSm)— eXF( I@’i))j

i=1

(&, exp(InS.,)
"7 2" exp(ins,)

= Z;:/}i exp(XHl‘i) exp( |n$,i)‘ ex;é lrﬁi))

=->"AS; (exp(X.) -1

i=1

exp( InS, ) - ex;( InS; )J

Der linearer VerlustL®,,, ergibt sich als

d

d
LAt+1 = _Z AS Xy = _\/tzvvt i X
=

i=1
wobei das Gewichtw ::(/1i5;’i)/\/t den Wertanteil der Aktien i am Gesamtwert des

Portfolios angibt. Der entsprechende lineare Véojperator ist durch

IA

i (X)=VwX = —Vtzid:lvq’pg gegeben. Nehmen wir an, dass die Zufallvariable X
eine Verteilung mit Erwartungswerj/ und Kovarianzmatrix 2. hat. Mit den

allgemeinen Regeln fur die Erwartungswert und dieidhz erhalten wir sofort
A — ' A —\/2\ns

E(14(X))=-Vwu und Var (I8 (X)) =V w Zw o

Beispiel 2.5 (Europaische Call-Option)

Eine européische Call-Option mit Basispreis K ungéebungszeitpunkt T gibt dem

Inhaber das Recht, nicht aber die Verpflichtungeektie in T zu einem Preis von K

zu kaufen.

Wir verwenden didlack-Scholes-Formelfiir die Bewertung unseres Portfolios.

Definiere die FunktionC® als



C®(s,S;r,0,K,T) =s®(d,)-Ke""o(d,)

(10)

wobei @ fir die Standard-Normalverteilung bezeichnet, t den stetigen
risikolosen Zinssatz,o bezeichnet die Volatilitat auf jahrlicher Basis sde
Underlying Aktie,

2

In(S/K)+[r+02j(T—s)

oJT -s

und d, = und d, =d, -o~T -s (11)

Wir interessieren uns fur die taglichen Verluste setzen A= 1 /250.

Daher nehmen wir an/Z :(In $,rt,0t)' als Risikofaktoren. Nach dem
Black-Scholes-Formel der Wert der Call-Option am gTa entspricht
V, =C*®(th,exp(Z,) 1, 0, K T).

Die Risikofaktoranderungen werden wie folgt bessien:

Xw=(INS,;-InS,1,,-1,0,,-0,) ,s.d. der linearer Verlust ist:

L2, =—(CEA+CZexp(Z,) Xyus + CPX oy, + CEX 1)

2.2 Messungen des Risikos

In der Praxis werden Risikomasse fir viele Zweakevendet.

Die wichtigsten Zwecke sind die folgenden:

(1) Bestimmung des Risikokapitals und der Kapiteddegung. Eine der wichtigsten
Funktionen des Risikomanagements in dem Finanzsekto Bestimmung des
Kapitals, welches als Buffer gegen unerwartete 0@ in einer Finanzinstitution
stets vorhanden sein soll.

(2) Management Instrument. Risikomassen werderb@ftManagement als Massen
zur Begrenzung der Risiken verwendet.

(3) Versicherungspramien. Versicherungspramien lamgren das Risiko,das eine
Versicherungsgesellschaft tbernimmt. Die Hohe di&ssnpensation kann als Maf3
fur das Risiko angesehen werden.

2.2.1 Ansétze zur Messung des Risikos

Die Ansatze zur Messung des Risikos lassen sichiein verschiedene Kategorien
zusammenfassen: imaginarer Kapitalwert ; Massé#ktorsensitivitat; Risikomasse
basierend auf Verlustverteilung; Risikomasse baseauf Szenarien.

Imaginarer Kapitalwert-Ansatz

Das ist der alteste Ansatz zur Quantifizierung Reskos eines Portfolios. In dem
imaginaren Kapitalwert ist das Risiko eines Poitfolals die Summe der imaginaren
Werte der einzelnen Wertpapiere definiert.




Der Vorteil des” imaginaren Kapitalwért-Ansatzes ist seine Einfachheit.

Malf fur Faktorsensitivitat:

Maf fur Faktorsensitivitdt gibt die Veranderung d&ertes eines Portfolios bei
Veranderung der Risikofaktoren. Dartber hinaus ngacht das Mald fur
Faktorsensitivitat Probleme bei der Aggregationklisrken.

Daher sind diese Masse nicht sehr natzlich.

Risikomasse basierend auf Verlustverteilung:

Das Konzept der Verlustverteilung ist sinnvoll fiie Bestimmung der HOhe einer
Kapitalanforderung, nicht nur flr ein Portfolio,sdaus einem einzigen Instrument
besteht, sondern auch fir die ganze FinanzinstitutRichtig geschatzt spielt die
Verlustverteilung auch Aufrechnungs- und Diversfibnseffekte wider.

Es gibt auch Probleme bei der Benutzung der Vestutsilung.

z.B Alle Schatzung uber die Verlustverteilung siadf den vergangenen Daten
basiert.

Risikomasse basierend auf Szenarien:

Das Risiko eines Portfolios wird durch den maximalerlust des Portfolios
gemessen.

Wir geben jetzt eine formale Beschreibung.

Sei y={x,..x,} der Risikofaktoranderungen (Szenarien) und einektdf w =

(w,..w,)0[0,3" bezeichnet Gewicht. Betrachten wir ein Portfolionvdskanten

Wertpapieren und[t] bezeichnet den entsprechenden Verlustoperator.
Das Risiko des Portfolios ergibt sich wie folgt
Wy =max{ Wil (%) g (3} (16)
Bemerkung 2.9
Nehmen wir an, dasiﬁ (0) =0, d.h. der Wert der Position bleibt unvemdwvenn

alle Risikofaktoren gleich bleiben. Das ist sinfot ein kleines
Risikomanagementzeitrauin

Lw=
Es bezeichned, das Dirac-Malf3,o, :{ W

und bezeichnet die Menge
0,sonst Axn g

der Wahrscheinlichkeitsmasse a&f

.....

Dann gilt

— P .
2 ‘maX{E (1 (X)) 'PD/’[x,wl} (17)
Risikomasse basierend auf Szenarien sind sehr ichez|

Risikomanagement-Instrumente fur Portfolien, die rgl@chesweise wenig



Risikofaktoren haben. Das Problem ist Bestimmungn v&zenarien und
Gewichtsfaktoren.

2.2.2 Value-at-Risk

Definition 2.10 (Value-at-Risk).

Sei a0(0,1). Value-at-Risk (VaR) von dem Portfolio zum Nivea ist die kleinste

Zahl |, so dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Vetluits Niveaul
tberschreitet, nicht groRer als @ ) ist.

VaR, =inf{|OR: P(L>)<1-a} =inf{I OR: F_(I) 2 a} 18)
In der probabilistischen Version ist VaR ein Quiaaéir Verlustverteilung. Typische
Werte fura sind a = 0,95 oder a =0,99. Im Marktrisikomanagement ist der
ZeitraumAin der Regel ein Tag oder zehn Tage, im Kreditosienagement und
operationellen Risikomanagement iAt in der Regel ein Jahr.

Das Bild 2.1 illustriert den Begriff VaR. 95%-VaBt idie durchgehende senkrechte
Linie.Der durchschnittliche Verlust ist als gepugtkt senkrechte abgebildet. Beachten
Sie, dass die durchschnittliche Verlust negatiyisfL) = -2,6). Das bedeutet, dass
wir einen Gewinn erwarten, aber den rechten TeiMiglustverteilung ist ziemlich
lang im Vergleich mit dem linken Teil. Die 95%-VdRdeutet, dass wir mit die
Chance von 5% mindestens diesen Betrag verlieren.
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|
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|
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|
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|

0.0
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Abbildung 2.1 Ein Beispiel fur eine Verlustverteimit 95%-VaR ist mit einer
vertikalen Linie gekennzeichnet, der expected shibrst mit einer gestrichelten
Linie gekennzeichnet.

Bemerkung 2.11. (Mean-VaR).

Wir bezeichnen mitg den Erwartungswert der Verlustverteilung. Manchbeaiutzt



man VaR"*": =VaR -y statt VaR. Wenn der Zeitraur® nur einen einen Tag
betragt, wird VaR"*®" als Tagliche Earnings at Risk (EaR) genannt. Digetschied
zwischen VaR undvaR"*"ist von geringer Bedeutung in das

Marktrisikomanagement, weil der Zeitradmkurz ist und # nahe an Null ist. Es

wird im Kreditgeschaft von Bedeutung, weil der ZaitmA langer ist. Weil Quantile
eine wichtige Rolle im Risikomanagement spieleeyewir jetzt eine wichtige
Definition.

Definition 2.12. (Umkehrfunktion and Quantilfunktio n)

(i) Sei T: R- R eine Funktion. Die Umkehrfunktion von T ist dedirt als

T (y) ::inf{xD R:T(x)= y}
(i) Sei F Verteilungsfunktion, die Umkehrfunktiof -~ ist als Quantilfunktion von

F genannt. Fura 0(0,1) die o -Quantilfunktion von F ist gegeben durch

o, (F)=F (a)=inf{xOR: F(x) 2 a}
Fur eine Zufallvariable X mit Verteilungsfunktionbeénutzen wir oft die alternative

Schreibweise, (X):=q, (F). Wenn F stetig und streng monoton wachsend isf) da

haben wir q, (F)=F™(a) ,wobei F™* die allgemeine Umkehrfunktion von F ist.

Lemma 2.13

X, O R ist das a-Quantil von der Verteilungsfunktion F genau dawe,nnF(xo)

2a; F (x)<afiralle x <x,.
Beispiel 2.14 (VaR fur Normal-und t -Verlustverteiung).

Sei Verteilungsfunktiof, normal verteilt mit Erwartungswegtund Varianzr”. Fir

atl (O’l) fest, gilt

VaR, = y+0®™(a) und VaR/™" = gd™*(a) (19)
Wobei & die Standard-Normalverteilungsfunktion ist un@®™(a) das a

—Quantil von @ ist.

Der Beweis ist einfach, dd streng monoton wachsend ist. Nach Lemma 2.13

brauchen wir nur zu zeigen, d&gVaR, ) =a . Jetzt haben wir



P(L<VaR,)= P(L;ﬂ sdfl(a)j =o(o™(a))=0a

Dieses Ergebnis ist in dem Varianz-Kovarianz-Ansatrwendet (auch als
Delta-Normal-Ansatz genannt).
Ein weiteres nutzliches Beispiel ist die t-Verlisteilung. Nehmen wir an, fir

Verlust L besitzt (L- )/ o eine Standard-t-Verteilung mit Freiheitsgraddann

haben wir L~t(u,,u,02)und E(L)=y, Var(L) =vo®/(v-2) furv > 2. Dann

bekommen wir

VR, = p+at) (a) o2

wobetit, die Verteilungsfunktion von Standard-t-Verteilusy

2.2.3 Weitere Kommentare Uber VaR

Nicht-Subadditivitét

VaR als Risikomass wurde kritisiert, da es schieéggregationseigenschaften hat.
An dieser Stelle bemerken wir, dass Nicht-Subavititi bedeutet: wenn wir zwei

VerlustverteilungenF, und F_ fur zwei Portfolios haben undy bezeichnet die
gesamte Verlustverteilung des Gesamtportfolioed |+, . Es ist nicht zwingend,

daB q & )<q(F,) +q(F,), so dass der VaR des Gesamtportfolioes durch die

Summe der VaR der einzelnen Portfolios nach obeaHankt ist.

Modell-Risiko und Marktliquiditat:

In der Praxis werden VaR-Zahlen oft falsch intetipre was irrefihrend und sogar
gefahrlich ist; die Aussage, dass die tagliche ¥atiRisk mit dem Konfidenzniveau

a = 99% von einem bestimmten Portfolio gleiéh ist. versteht man als ,mit einen

Wahrscheinlichkeit von 99% wird der Verlust kleirzds

|

Es gibt zwei Griinde,warum diese Interpretationctaist:

(1) Modell-Risiko. Model-Risiko ist definiert als dassiko, dass eine VerlUste
entstehen, weil die verwendeten Risikomanagemertel®falsch sind oder
einige der zugrundliegenden Annahmen dieser Modeliier Praxis nicht erftllt
sind.

(2) Marktliquiditat .Ein Markt fir ein Wertpapier wirdhuid genannt, wenn die
Anleger kbnnen grof3e Mengen von Wertpapieren iadgier Zeit kaufen oder
verkaufen ohne dass der Wertpapierpreis stark thesst wird. Umgekehtrt, ein
Markt kann als illiquid genannen werden.

2.2.4 Andere Risikomassen ,die auf der Verlustverileng basiert.

Varianz:



Die Varianz ist ein gutes Konzept, das einfachymait werden kann. Aber Varianz
als Risikomass hat zwei Nachteile:

(1) Auf dem technischen Bereich, wenn wir Variaenitzen, missen wir davon
ausgehen, dass das zweite Moment des Verlustduagexistiert.

(2) Auf der konzeptionellen Bereich, weil es keildmterschied zwischen positiven
und negativen Abweichungen vom Mittelwert gibt,\fslrianz ein gute Risikomass
nur fur die Verteilung, die symmetrisch um den Blittert ist, wie die
Normalverteilung oder, ganz allgemeinen, die afiglte Verteilungen, die in Kapital
3 besprochen werden.

Expected Shortfall:

Definition 2.15(Expected Shortfall)

Fir einen Verlust L mitE(|L|)<oound die VerteilungsfunktionF, bezeichnet die

Expected Shortfall mit den Niveaw J(0,1) und ist definiert als

1 1
=— 2
ES, s _q,(F.)du, (23)

Wobei q,(F )=F_"(u) die Quantilfunktion vonF, bezeichnet.

Expected Shortfall ist in Zusammenhang mit VaR tstehwelil
ES, _—j VaR, (L

Offensichtlich hangtES, nur von der Verteilung von L ab un&S, >VaR,

Lemma 2.16.
Fur ein Verlust L mit stetigen Verteilungsfunktiof, und ein a0(0,1) haben wir
E(L;iL2q,(L))

ES, = ————_ =E(L|L=VaR,), (24)

wobei ALF ist.

Wir haben die Notation E (X; A): = E (K, ) flr eine integrierbare Zufallvariable X

verwendet.
Beweis: Sei U ein Zufallvariable und auf dem In&dy0,1] gleich verteilt. Es ist eine

wohlbekannte Tatsache, dass die Zufallvariable (U) Verteilungsfunktion F,
hat. Wir missen zeigen, daﬁ( j F- du Jetzt haben wir
E(LiLzq,(L)=E(F (U);R (U)2F" (a)) = E(F; (U)U=za)

In die letzte Gleichung haben wir die Tatsache bandassF,_  streng wachsend



1
ist, wenn F_ stetig ist. Dann erhalten V\Er( F(U)u= a) :L F (u)du.

Bemerkung 2.17 Fur eine nicht stetige VerlustverngsfunktionF ist die

Gleichung (24) nicht fur aller geeignet, stattdessen haben wir die foldende
Gleichung:

1
ES, —E(E(L;Lzqa)+qa(1—a—P(L2qa))) (25)

Beispiel 2.18. (Expected shortfall fur Gaul3-Vengsteilung). Nehmen wir an, dass

die VerlustverteilungF, normal verteilt ist mit Erwartungswert/ und Varianz”.

Fuar a (0, 1) fest
haben wir

p(¢(a))

ES =u+o
a = H 1-a

(26)

wobei¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung ist.

Der Beweis ist einfach, zuerst haben wir

ESH:,u+UE[L_’U|L_’uzqa(L_’UD
o | o o

Daher kann men den Expected ShOftf&”EffFF(L—,u)/O' berechnen. Dann gilt

s (02, 1 o= 0T, -2

Beispiel 2.19. (Expected Shortfall fur t-Verlustveteilung).

Sei L derVerlust bezeichnet, s.d:= (L - )/ o besitzt Standard-t-Verteiltung mit

Freiheitsgrad . Nehmen wir an, dags> 1. Dann aus Beispiel 2.18 haben wir
ES, = u+0ES, (L) . Expected Shortfall von der Standard-t-Verteilistgeicht
durch direkte Integration berechnet werden.Es gilt

0, (t(a)) [ v+(tH(a))’

(
1-a v-1

ES, (L) = (27)
wobei t,die Verteilungsfunktion ist ung, die Dichte bezeichnet.

Lemma 2.20.

Seien (Li )iDN eine Folge von Zufallvariablen iid mit VerteilungsktionF, , dann gilt



Z[n(l_a):l L'
lim ==L =ES (28)
= [n(1-a)]
Wobei L, =..2L,, Ordnungsstatistiken vorL,..L, bezeichen
Beispiel 2.21. (VaR und ES fur die Aktienertrag&)jr halten tagliche Verluste in

einer bestimmten Aktie, der aktuelle Wert entsgith= 10,000. Erinnern Sie sich

A_

an Beispiel 2.4, dass der Verlust fur dieses Plootfeird von L ;=-V, X,

gegeben, wobeX,,, taglich log-Return der Aktie bezeichnet. Wir gelsavon aus,

dass Erwartungswert voiX,,, nullist und o= 0.2~/250ist .Wir nehmen an, dass

die Volatilitat auf jahrlicher Basis der Aktie 20&i. Wir vergleichen zwei
verschiedene Modelle, und zwar (i) eine normalertafleng und (ii) eine
t-Verteilung mit Freiheitgradv = 4. Sei t-Verteilung eine symmetrische Verteilung,
so dass grol3e absoluten Werte mit grol3 wahrscblelkelit als in der normalen

Verteilung auftritt werden. In Tabelle 2.1 stellwir VaR, und ES, fur beide

Verteilung und verschiedene Werte vwn

o 090 0.95 0975 0.99 0.995
VaR, (normal model) 162.1 208.1 247.9 294.3 3258
VaR,, (t model) 137.1  190.7 248.3 335.1 411.8
ES. (normal model) 2220 260.9 2957 337.2 365.8
ES, (t model) 2234 286.3 356.7 465.8 563.5

Die meisten Risikomanager wirden behaupten, dass\trteilung riskanter als die
Normaleverteilung ist, da nach der t-Verteilungl3gd/erluste mit grol3er
Wahrscheinlichkeit auftreten. Wenn wir VaR mit déiveau 95% oder 97,5%
benutzen, um das Risiko zu messen, wird die norMealttteilung auf mindestens so
riskant wie das T-Verteilung, nur wenn ein Nivedeii99%, besitzt die t-Verteilung
das hohere Risiko.

2.3 Standard-Methoden fur Marktrisiken
2.3.1 Varianz-Kovarianz-Methode

Die RisikofaktoranderungenX,,, besitzt eine multivariate Normalverteilung

(entweder unbedingt oder bedingt). D.X,,, ~ N, (#,X) wobei x die

Erwartungswert ist und®, Kovarianzmatrix bezeichnet. Wir gehen davon aussda
der linearer Verlust in Bezug auf die Risikofakioegne hinreichend genaue



Annaherung fur den tatsachlichen Verlust ist Lihg= I[f] (XM). Der linearer
Verlustoperator wird als folgende Funktion betrathD.h.

L2 () =~(c +hx) (29)
wobei c,und b, Konstant sind.

Eine wichtige Eigenschaft der multivariate Normate#dung ist, dass die lineare

Funktion (29) von X,,, eine univariate Normalverteilung haben muss. Wirdma

LtA+l:|[?](Xt+1) ~N(_Ct_h':u’h‘ZQ) (30)

Nachteile der Methode:

Die Varianz-Kovarianz-Methode bietet eine einfaahalytische Lésung fir die
Risikomessung. Diese Bequemlichkeit erreicht dutielfolgenden zwei Annahmen:
(1)Linearisierung kann nicht immer eine gute Annéhg an das Verhaltnis zwischen
den Verlust und die Verdnderungen des Risikofakiaten.

(2)Die Annahme der Normalitat ist nicht realistigah die Verteilung der
Risikofaktoranderungen fur das tagliche Datum uietleicht auch fur die
wochentlichen und sogar monatlichen Daten.

2.3.2 Historische Simulation

Historische Simulations-Methode kann man sich als8&ung der Verteilung auf

Verlustoperators unter den Wertg ..X, gedacht werden. Unter Anwendung

t-n+11"
dem Verlustoperator wird diese Methode beschrie¥énerhalten eine Folge von

historisch simulierten Verluste %Il%S =1y (X,):s=t- n+1,..t} : (32)

Die Werte I:Szeigt, was das aktuelle Portfolio passieren wirdnwdie

Risikofaktoranderung am Tag s auftritt.

Vorteile und Nachteile der Methode:

Die historische Simulations-Methode ist zwar setmaktiv: Es ist einfach zu
implementieren; keine statistische Schatzung flitiaariaten Verteilung von X ist
erforderlich; Insbesondere geben wir keine Annahii®sr die Abhangigkeit
zwischen dem Risikofaktoranderungen.

Aber der Erfolg des Ansatzes héngt von unserergkaitiab. Wir sollen ausreichende
Mengen von relevanten, synchronisiert Daten fig Risikofaktoren sammelin.

2.3.3 Monte-Carlo-Methode

Die Monte-Carlo-Methode ist ein ziemlich allgemeirBegriff fur alle Annaherung
fur die Messung des Risikos.

Der erste Schritt des Verfahrens ist die Wahl deslélls und die Kalibrierung des

Modells fiir historische Risikofaktoranderungén,.,,...,X, . Nattrlich sollte es ein

Modell sein, von dem man leicht simulieren kannjrdder zweiten Stufe wir m



unabhangigen Risikofaktordnderungen fur die nachsiesimulieren, die wir als

XY,..X™ zeichnen.

Nachteile der Methode:

Fur grol3es Portfolio kann der Rechenaufwand dertB4Qarlo-Ansatz erheblich sein,
da jeder Simulation der Neubewertung des Portfaidardert. Dies ist besonders
problematisch, wenn das Portfolio viele Derivatreth Preisen nicht in geschlossener
Form enthalt kann.

2.3.4 Verluste tUber mehrere Perioden und Skalierung

Bisher haben wir Ein-Periode-Verlustverteilung wahit verbundene Risikomassen
in Betracht gezogen. Es ist oft der Fall ist, dasMalRnahmen, um das Risiko fur
den Verlustverteilung tber mehrere Perioden furEa@niode Verlust schlie3en
mdochten.Das wird in Kap.4 beschrieben.

Skalierung.

Es wéare schon, wenn wir eine einfache Regeln gitsnwandlung von
Ein-Perioden-Risikomassen in h-Perioden Risikonragisel )haben.

wir bezeichnen den Verlust vom Zeitpunkt t in déctmsten h Perioden durtﬁﬂ)h.

Aus Gleichung (1) und (3) haben wir
L&E)h = _(\/t+h _\/t) = _( f (t + h’zt+h) — f (t’zt))

= (£ (t+NZ+ X ot X))~ T (1.22)

h
= l[(tl]o (z Xt+i j

i=1
wobei I[(tT) einen Verlustoperator zum Zeitpunkt t flr die hriéden-Verlust
bedeutet.

Die allgemeine Frage ist, wie das Risikomass far\grteilung L([*j)h angewandt

wird.

Den H-Perioden Verlustoperator ist verschiedendem Ein-Periode Verlustoperator
in Situationen, in denen die Abbildung explizit vder Zeit abhangt (z.B.
Derivate-Portfolios). Zum Beispiel betrachten wandrall, die Abbildung nicht auf

dem Kalender Zeit abhéngt, d.hl[(t?) (X)=14(X). Die lineare Form dieser

Operator istly (X) =X fiir einen Vektob,, die zur Zeitpunkt t bekannt ist. Wir

betrachten das einfachere Problem der Skalierungitiikomassen unter Anwendung
der linearen Verlustverteilung. Dann gilt

h h
L&E)hA = l[?] (z Xt+i j = ZQXM
i=1 i=1

(33)



Das folgende Beispiel zeigt einen besonders eiefaétall, in dem wir eine sehr
einfache Skalierung haben, die als QuadratwuraeZdiperiode genommen wird.
Beispiel 2.23. (Quadratwurzel der Zeitperiode).

Nehmen wir an, das Risikofaktoranderungen sinanitdder Verteilung\, (O,Z).
Dann gilt zih:lxm ~N, (0,hY) und die Verteilung vonL"* ist

L ~N(0.hb 2h).

sei ES"” Expected Shotfall, wir haben

sl = \/ﬁo——w(qy1 ()
! 1-a

Wobei g =h Y h, offensichtlich ES{"” =+/hES" und mit ahnlicher Schreibweise,

VaR" =/hvarR?.

2.3.5 Backtesting
Nehmen wir an, dass zum Zeitpunkt t wir SchatzurfgeWaR und Expected
Shortfall fir eine Periode und h-Perioden machem.Bazeichnen die reale

ES,

t
Ein-Periode Risikomassen bé{iaRﬂ und @ und die reale h-Perioden Massen bei

t,h t,h
VeR, undESa . Wir missen wissen, wie Ublich, tber die Fragedielse Mass fur

die unbedingte oder bedingte Verlustverteilung henuerden kann. Zum Beispiel,
in den letzteren Fall verweisen wir

VaR," = FL@ME (a).ES," = E(L@h L, >Var", Ft)

Durch der Definition der VaR haben wir, dasslP,(>~VaR.") = 1-a, so dass die

Wahrscheinlichkeit fiir eine so genannte Ubersahngitder VaR ist gleich kx. In
der Praxis ist das Risikomass aus den Daten gesaeteitden und wir vorstellen ein

Indikator fiir Uberschreitung der VaR:
=1

ln = |{L”1>V3R;} t+h -
)

(h) tnl?
{Lt+h>VaRa } (34)
Wir erwarten, dass diese Indikatoren wie Berndilfiallsvariablen mit erfolgreiche

Wahrscheinlichkeit in der Néhéra) verhalten.

2.3.6 Ein anschauliches Beispiel

Wir schliel3en das Kapitel mit einem Beispiel, daissge der Ideen, die wir erwahnt
haben ,wird in Kapitel 3 und 4 dargestellt. Wirraehten die Anwendung der
Methoden aus der allgemeinen Kategorien der Vatiémzarianz und historischer
Simulations-Methoden fiir das Portfolio eines Ingesin den internationalen



Aktienindizes. Wir nehmen an, der Investor habamBfGBP) und méchte in der
Financial Times 100 Aktien Index (FTSE 100), diargtard & Poors 500 (S & P500)
und der Swiss Market Index (SMI) investieren. Deleger hat somit
Wahrungsrisiko in US-Dollar (USD) und Schweizerrikan (CHF) und der Wert des
Portfolios hangt von funf Risikofaktoren ab (dreid-Index-Werte und zwei
log-Wechselkurse). Die entsprechenden Risikofakt®&@ckkehr in dem Zeitraum
1992 bis 2003 sind in Bild 2.2 gezeigt.

An dem Tag t setzen wir den Gesamtwert der Pootfd]i in Pfund um und die

Gewichte des Protfolios (FTSE100, S & P500 und SM8 30%, 40% und 30% .Mit
einem ahnlichen Grund zum Beispiel 2.4 erhaltendeim Verlustoperator

Iy (X)=1-(0.3* + 0.4%" + 0.8°™)

und I (X)==(0.3¢ + 0.4x, +x,)+ 0.8x,+x5)),
wobeix , x,und x, log-Return fiir den drei Indizes bezeichnen uxdindx,

log-Return fir GBP / USD und GBP / CHF Wechselkurseeichnen.

Unser Ziel ist, VaR mit Niveau 95% und 99% flr alidbeitstage in den Jahren 1996
bis 2003 zu berechnen. Wir betrachten den Feri@mirelnen Markten, so erhalten
rund 260 Tagen Risikofaktorertrage in jedem Jahr.
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Bild 2.2: Zeitreihe der Risikofaktordnderungen. §#esind die Log-Return von
(a)FTSE100, (b)S & P500 und(c) SMI-Indizes sowig{Return fir (d) GBP / USD
und (e)GBP / CHF-Wechselkurs in dem Zeitraum 1992b03.

Wir nutzen die letzten 1000 historischen Dat&n ,,..., X, fur alle VaR flr Tag

t +1 mit der folgenden Methoden zu bestimmen:

VC. Standard unbedingte Varianz-Kovarianz-Methode nuiltivariaten Gaul3schen
Risikofaktoranderungen.

HS. Standard unbedingte historische Simulations-Methode

VC-t. Eine unbedingte Varianz-Kovarianz-Methode, bendgne multivariate
t-Verteilung ist fur der Risikofaktoranderungen igeet.(sieh Kap 3)
VC-MGARCH . Eine bedingte Version der Varianz-Kovarianz-Melbobei dem
eine multivariate GARCH-Modell mit multivariate noale Innovationen wird
verwendet, um die bedingte Kovarianzmatrix deskessifir der
Risikofaktoranderungen am nachsten Tag zu schafzieh. Kap 4)

VC-EWMA . Eine ahnliche Methode wie VC-MGARCH, aber eine
mehrdimensionale Version der EWMA Methode wird vendet, um die bedingte
Kovarianzmatrix fur die Risikofaktordnderungen aécimsten Tag zu schatzen.



HS-CONDEVT. Eine bedingte Methode unter Verwendung der Kouiom von
GARCH-Modell und EVT (extreme Wert-Theorie). (si€ap 7)

Year 96 97 0% 099 00 01 02 03  error

Trading days 261 260 259 260 259 260 260 260
Results for 95% VaR

Exp. violations 13 13 13 13 13 13 13 13

vC 13 30 29 15 13 200 27 6 7.88
HS 14 30 31 16 14 20 26 8 812
VC-t 14 32 35 19 16 23 29 8 10.25
HS-GARCH 15 17 L5 15 14 21 19 11 3.38
VC-MGARCH 16 19 19 15 15 21 21 12 4.50
HS-EWMA 16 14 L5 15 17 23 13 11 3.62
VC-EWMA 15 13 15 14 13 22 17 9  3.38
HS-GARCH-t 16 18 L6 15 15 21 19 12 3.75
VC-MGARCH-t 18 19 19 17 16 23 21 11 5.50

HS-CONDEVT 14 16 L5 15 14 13 18 10 275

Results for 99% VaR

Exp. violations 26 26 26 26 26 26 26 26

vC 5 11 20 5 2 6 12 2 5.58
HS 3 10 13 3 2 3 7 1 3.20
VC-t 3 11 15 4 2 4 9 1 4.08
HS-GARCH 10 7 7 6 5 4 5 3 3.27
VC-MGARCH 8 8 7 6 3 5 7 4 340
HS-EWMA 9 5 6 6 6 6 3 2 292
VC-EWMA 9 3 6 6 5 5 3 3 265
HS-GARCH-t 7 5 5 5 4 3 4 2 1.93
VC-MGARCH-t 7 5 6 4 2 1 4 1 2.10
HS-CONDEVT 5 4 5 5 2 2 3 2 1.35

Aus den Ergebnissen in Tabelle 2.2 schlieRen assdlie drei unbedingte Methoden
(VC, HS-und VC-t) sind in der Regel von die bedelytethoden Ubertroffen. Aber in
den Jahren 1997, 1998 und 2002 sind Uberschreitusgdecht durch die
unbedingten Methoden behandelt und fiihren zu vigharschreitungen von VaR mit
dem Niveau 95% und 99%. Die historische Simulaisbim Varianz-Kovarianz auf
dem 99%-Niveau bevorzugt, aber es gibt eine schevhelstung auf dem
95%-Niveau. Es gibt eine Verbesserung auf den 999édu unter die
bedingungslose Varianz-Kovarianz-Methode flr eindtivariate t-Verteilung, aber
tatsachlich macht alles schlimmer auf dem 95%-Nivea

Die beste Methode ist HS-CONDEVT, die mit dem Exiweert Theorie und
GARCH-Modell kombiniert.



In dem Bild 2.3 haben wir nur die Jahre 2002 béitietcund zeigt die tatsachlichen
Verluste zusammen mit RisikomaRen und Uberschigitiindie gegebene zwei
Methoden: HS und HS-GARCH-t. In diesem Jahr warstiedarde historische
Simulations-Methode nicht gut. Es gibt 26 Ubersitargen von der 95%-VaR und 7
Uberschreitungen von der 99%-VaR, oder etwa dopeltiele wie zu erwarten ware.
Das HS-GARCH-t-Methode ist in der Lage, sich dem&viderungen der
Uberschreitungen des gesamten Jahres 2002 zuneragied es gibt 19 und 4
Uberschreitungen; das ist mehr als erwartet bed8e&s-Niveau, aber ist eine gute
Leistung auf dem 99%-Niveau.

95% VaR estimates
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Bild.2.3 Téaglicher Verlust im Jahre 2002 mit Risikassen
((a).95%-VaR,(b).99%-VaR) und auch Uberschreiturfijjemiie Methode HS und
HS-GARCH-t. HS VaR ist durch eine durchgezogeneellrezeichnet und
Uberschreitungen sind durch Kreise bezeichnet; ARGH-t ist durch eine
gestrichelte Linie mit Dreiecken bezeichnet.



