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Chapter 1

Kredit-Risiko Management

1.1 Einfiihrung zur Modellierung von Kredit-Risiken

Kredit-Risiko ist das Risiko, dass sich der Wert eines Portfolios dndert aufgrund
von unerwarteten Verdnderungen in der Kreditwiirdigkeit bzw. Bonitit von Emit-

tenten oder Handelspartnern.

Es zdhlen somit hierzu:
e Verluste durch Zahlungsausfille
e Verluste verursacht durch Bonitédtsdnderung

Kredit-Risiko finden wir vor allem in Finanzinstitutionen, aber auch in vielen an-
deren Bereichern der Wirtschaft. Sobald es sich um Zahlungsverpflichtungen zwis-
chen zwei Vertragsparteien handelt, kann das Kredit-Risiko eine Rolle spielen.
Einmal auf der Kreditgeber- und einmal auf der Kreditnehmerseite. Somit besteht

ein grofes Interesse an der Quantifizierung der Kredit-Risiken:

e Der Fortschritt der Kredit Derivate ist enorm, d.h. die Moglichkeiten sind
groBer geworden ein Kredit-Risiko-Portfolio abzusichern, oder auch Risiken

weiter zu verkaufen.

e Basel II, gesetzliche Vorschriften, die an die Hohe des Eigenkapitals von
Finanzinstituten gewisse Mindestanforderungen stellen. Diese sind direkt

abhiingig von der Struktur des bestehenden Kreditportfolios.



1.1.1 Kredit-Risiko Modelle

Fiir die Modellierung von Kreditrisiken gibt es verschiedene Grundtypen. Diese

lassen sich folgendermallen unterscheiden:

Kreditrisiko

Modelle

statisch dynamisch

Jeduced form*® / Jreduced form® /
strukturell

strukturell Intensitdtsmodell Intensitatsmodell

Zwei Haupteinsatzgebieten finden wir fiir quantitative Kreditrisiko-Modelle, nim-
lich das Kreditrisikomanagement und die Bewertung von Kredit-Risiko behafteten

Wertpapieren.

1. Kreditrisikomanagement
Zur Bestimmung der Verlustverteilung eines Kredit- bzw. Anleihen-Portfolios

werden vorwiegend statische Modelle genutzt.

Hierbei ist der Betrachtungszeitraum im Voraus festgelegt und betrigt meis-

tens ein Jahr.

2. Analyse von mit Kredit-Risiko behafteten Wertpapieren
Hier werden dynamische Modelle genutzt, da das Auszahlungsprofil der

meisten Produkte von dem exakten Ausfallzeitpunkt abhéngt.

Zudem konnen wir Kredit-Risiko-Modelle nach der Art des zugrunde liegenden

Mechanismus unterscheiden: Es gibt strukturelle und Intensitits-Modelle.

1. "Strukturelle Modelle"
Diese Modelle setzen einen Mechanismus fiir den Zahlungsausfall voraus.
Ein Ausfall tritt in diesem Firmen-Wert-Modell genau dann auf, wenn eine

stochastische Variable, die im Allgemeinen den Vermogenswert einer Firma



représentiert, unter eine Schranke fillt, die die Hohe der Verbindlichkeiten

darstellt.

2. "Intensitdtsmodelle"
In diesen Modellen wird der exakte Mechanismus, welcher zum Ausfall
fiihrt, nicht im Detail spezifiziert. Der Zeitpunkt des Ausfalls wird mod-
elliert als eine nicht-negative Zufallsvariable. Deren Verteilung hingt typis-

cherweise von 6konomischen Faktoren ab.

In diesem Vortrag widmen wir uns den statischen Modelle, also dem Kreditrisiko-
management. Zu erst werden wir die strukturellen Modelle in Bezug auf eine
einzelne Firma betrachten. Diese werden bezeichnet als Firmen-Wert-Modelle.
Betrachten wir die gleichen Modelle auf Portfolio-Ebene, so werden wir diese

Schrankenmodelle nennen.

1.1.2 Die verschiedenen Herausforderung

Einem Modell sind grundsitzlich Grenzen gesetzt, wenn es um die Beschreibung
der Wirklichkeit geht. Folgende drei Punkte sind beachtenswert in Bezug auf die
Modellierung von Kredit-Risiko Modellen.

e Fehlende offentliche Daten und Informationen bzgl. der Kreditwiirdigkeit
von Firmen. Diese Informations-Asymmetrie (zwischen Management einer
Firma und der breiten Offentlichkeit) stellt eine der Hauptproblematiken dar,

ein Kredit-Risiko-Modell richtig zu kalibrieren.

e Schiefe Kredit-Verlust Verteilungen. Diese weisen meist eine starke Flanke
auf. Ein typisches Kreditportfolio erwirtschaftet viele kleine Gewinne, muss
aber gelegentlich hohe Verluste hinnehmen. (Das 99,97% Quantil dient als
Grundlage fiir die Risiko-Kapital Unterlegung durch Eigenkapital.)

e Die Rolle der Modellierung von Abhingigkeiten innerhalb eines Kredit-

oder Anleihen Portfolios der verschiedenen Vertragsparteien untereinander.
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1.2 Strukturelle Ausfallmodelle

Ein Ausfallmodell zihlt zu diesen Modellen, wenn es versucht den Mechanismus

zu erkldren, durch welchen der Ausfall zustande kommt.

(X;) := gewohnlicher stochastischer Prozess in stetiger Zeit.
X; = Zufalls-Variable, die den Wert des Prozesses zum Zeitpunkt ¢ > 0 reprédsen-

tiert

1.2.1 Das Merton Modell

Dies ist der Urvater aller Firmen-Wert-Modelle.

Die Finanzierung der Firma, die betrachtet wird, erfolgt durch Eigen- und Fremd-
kapital. In diesem Modell hat das Fremdkapital eine sehr einfache Struktur, d.h.
es gibt nur eine einzige Schuldverpflichtung in Form einer Null-Coupon Anleihe
(Zero-Coupon Bond) mit folgenden Ausstattungsmerkmalen:

B := Nennwert der Anleihe

T := Filligkeitszeitpunkt der Anleihe

Fiir die Finanzierungsstruktur gelten folgende Variablen:
S := Wert des Eigenkapital zum Zeitpunkt ¢
B, := Wert der des Fremdkapitals zum Zeitpunkt ¢



Annahmen fiir dieses Modell:

o FEin reibungsfreier Markt, d.h. es entstehen keine Steuern oder Transaktion-

skosten.
e Die Firma zahlt keine Dividenden aus und nimmt keine neuen Schulden auf.

Das Vermogen der Firma ist die Summe aus deren Eigen- und Fremdkapital:
Vt:Bt+S[ fiir 0<t<T

(V) = stochastischer Prozess fiir den Vermogenswert einer Firma

Ein Ausfall tritt dann auf, wenn die Firma einer Zahlungsverpflichtung nicht nach-
kommt. Dies kann in diesem Modell erst zum Félligkeitszeitpunkt 7" der Anleihe

passieren. (Eine Eigenschaft, die die statischen Modelle kennzeichnet.)

Zu diesem Zeitpunkt unterscheiden wir zwei Fille:

1. Der ideale Fall: V; > B

Das Vermdgen des Unternehmens iibersteigt die Verbindlichkeiten.

In diesem Fall erhalten die Glaubiger den Betrag B, die Aktionére er-

halten den verbleibenden Restwert:

Sr=Vr—B und Br=B8B
2. Der ungiinstigere Fall: V; < B

Die Verbindlichkeiten iibersteigen das Vermogen des Unternehmens
und somit konnen die Zahlungsverpflichtungen nicht vollstindig erfiillt

werden.

In diesem Fall erhalten die Inhaber der Firma nichts und die Glaubiger

erhalten den verbleibenden Vermdgenswert:

Sr=0 und Br=Vr



Zusammengefasst haben wir folgende Relationen:

St =max{Vr — B,0} = (Vr — B)" (1.1)

Br =min{Vy,B}=B—-(B-Vr)" (1.2)

Européische Option: Das Ausiibungsrecht gilt nur am Falligkeitszeitpunkt.

Call-Option: Das Recht einen Basiswertpapier zu einem im Voraus bestimmten
Preis zu erwerben. Gemif (??) entspricht S+ dem Auszahlungsprofil einer ge-
kauften europdischen Call Option auf den Basiswert (V;) mit Ausiibungspreis B

zum Filligkeitszeitpunkt 7.

Put-Option: Das Recht einen Basiswertpapier zu einem im Voraus bestimmten
Preis zu verkaufen. Gemal (??) entspricht By dem Nennwert des Fremdkapitals
abziiglich dem Auszahlungsprofils einer verkauften europdischen Put Option auf

den Basiswert (V;) mit Ausiibungspreis B zum Falligkeitszeitpunkt 7.
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Interpretation der Auszahlungs-Werte als Werte der Optionen

- Diese Interpretation ist sehr niitzlich, um potentielle Interessenkonflikte zwis-
chen Eigenkapitalgebern, (Aktionidren) und Fremdkapitalgebern (Glaubiger)

zu erklaren.

- Der Wert einer Call Option erhoht sich mit zunehmender Volatilitdt des Ba-
siswerts, vorausgesetzt, dass der Erwartungswert nicht entgegengesetzt bee-
influsst wird. Somit haben Aktionire ein Interesse an der Ubernahme von

risikoreichen Projekten.

- Glaubiger, auf der anderen Seite, welche die short-Position einer Put-Option
auf den Vermogenswert der Firma einnehmen, wiirden dagegen gerne die

Volatilitdt des Vermogenswertes reduziert sehen.

Da es fiir die Preisbestimmung von Optionen das Black Scholes Modell gibt, wer-
den wir dies fiir das Merton Modell nutzen. Wir nehmen an, dass der Prozess (V;)
unter dem reellen Wahrscheinlichkeits-Maf3 P einer geometrischen Brownschen

Bewegung folgt:

fiir Konstanten uy € R, oy > 0 und einer Standard Brownschen Bewegung (W,).



Somit ist folgende Gleichung fiir Vi gegeben:

VT=V0~6Xp((ﬂv—%0’%/)'T+O'V'WT)

1
InVy ~ N(InVo + (uy = 5 - o) T,o%-T)

Unter der Dynamik von (??) ist die Ausfallwahrscheinlichkeit unserer Firma voll-

stindig berechnet. Es gilt:

1
In(B/Vo) = (uy = 5 - 0%)- T

P(Vy < B) = P(InVy < InB) = @
gy - \/T

(1.4)

Man sieht aus dieser Gleichung,

- dass die Ausfall-Wahrscheinlichkeit zunimmt, wenn B sich erhoht,
- dass die Ausfall-Wahrscheinlichkeit abnimmt, wenn V und @y zunehmen.

- Und fiir Vo > B, nimmt die Ausfall-Wahrscheinlichkeit zu, wenn oy steigt.

Alle diese Feststellungen stimmen mit dkonomischen Beobachtungen iiberein.

1.2.2 Bewertung in einem Merton Modell

Voraussetzungen fiir diese Modelle
1. Es liegt ein reibungsfreier Markt mit kontinuierlichem Handel vor
2. Der risikofreie Zinssatz r > 0 ist deterministisch gegeben.

3. Der Prozess des Vermogenswertes (V;) ist unabhéngig von der Finanzierungs-
struktur einer Firma und somit auch unabhingig von deren Verschuldungs-
grad. (V;) wird angesehen als ein gehandeltes Wertpapier mit der Dynamik

aus (7?).

Der Wert des Eigenkapitals:

Hierbei wird der Black-Scholes Preis C55 eines europiischen Calls ermittelt:



S, =CBt,Vi;r,0v,B,T) =V, - ®(dy)) — B- T . 0(d, )

InV; —InB + (r + %O‘%/)(T =)

mit dl‘,l =
oy VT -t

und dt,2=dt’1—0'v VT—t
(1.5)

Der Wert des Fremdkapitals:

Durch unsere Annahme gilt, dass der Wert einer Null-Coupon Anleihe mit Fl-

ligkeitspunkt 7 zum Zeitpunkt ¢ < T diesen Wert annimmt:

po(t,T) = exp(=r- (T = 1))

Hierbei wird der Black-Scholes Preis P55 einer europiischen Put-Option ermittelt.
Nach (??) gilt:

B, =B-po(t,T) - PP5(t,V;r,0v, B, T) (1.6)
Es gilt:
PE(t,Vir,ov, B,T) =B - "I . ®(=d,n) - V, - ®(~d,)) (1.7)

mit d;; und d; aus (2?).

Durch (??) und (??) ergibt sich:

B = po(t,T) - B-®(di2) + V; - @(d,1) (1.8)

Der Credit-Spread c(t,T) ist ein Risiko-Zuschlag, der den Wertunterschied zwis-
chen einer Ausfall-Risikofreien Null-Coupon Anleihe po(#, T') und einer Ausfall-
Risikobehafteten Anleihe p;(¢, T') ausgleicht.

Es gilt im Merton Modell: p(¢t,T) = B;/B

-1 -1 > r
o(t,T) = — (Inpy(#, T) —Inpo(t, T)) = mre nll;l)g T;

(1.9
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-1

c(t,T) = T—;

Vi
In (‘D(dt’z) + m . q)(_dt,l) (110)

Da d;; (und analog d; ;) umgeschrieben werden kann zu:

1
] —In(B- po(t, T)/V;) + 3 o (T -1)
1 =

oy NT —t
sehen wir, dass der Credit-Spread fiir einen festen Zeitraum bis zur Filligkeit nur
von der Volatilitit oy und dem Verhiltnis (B - po(¢, T)/V;) abhédngt. Das letztere ist
das Verhiltnis des Barwertes des Fremdkapitals zu dem Vermogenswert der Firma.
Dieses gibt den Verschuldungsgrad des Unternehmens an. Der Credit-Spread er-

hoht sich mit steigender Volatilitét.
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1.2.3 Das KMV Modell

Mehr als 40 der 50 groBten Finanzinstutionen auf der Welt nutzen dieses Modell.

Das Modell ist entwickelt und benannt worden nach einem Privatunternehmen,
das die Initialien seiner Griinderviter: Kealhofer, McQuown und Vasicek trigt.
Heutzutage wird dieses Modell von Moody’s KMV vertrieben. Der Hauptbeitrag
wird durch empirische Tests und entsprechende Implementationen geleistet, die
auf einem enormen Datenbestand beruhen, den Moody’s KMV sein Eigen nennen

kann.
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Die Schliisselgrofe in diesem Modell ist die "Expected default frequency" (EDF).
Dies ist die Wahrscheinlichkeit (unter dem reellen Wahrscheinlichkeitsmal3 P),
dass eine Firma innerhalb eines Jahres einen Ausfall aufweist.

Fiir die Ausfall-Wahrscheinlichkeit im Merton Modell gilt:

1
1nvo—1nB+wv—§-azv)-T

EDFygrron = 1 — @ (1.11)
oy

Hierbei nutzen wir aus, dass die Gleichung (??), ®(d) = 1 - O(-d) und T = 1 gilt.

Uberfithrung in die Ausfall-Wahrscheinlichkeit im KMV Modell:

- (1 — ¢) wird ersetzt durch eine fallende Funktion, die von Moody’s KMV

empirisch geschitzt wird.

- B wird ersetzt durch eine neue Ausfallschranke B, welche die Fremdkapital-
struktur der Firma besser reprisentiert. (Meist wird die Hohe der Verbindlich-

keiten mit Restlaufzeit von einem Jahr genutzt.)

- das Argument der Normal Verteilung in (??) wird ersetzt durch einen ein-

facheren Ausdruck.

Bestimmung der Vermogenswerte:

Grundsitzlich wird in Firmen-Wert-Modellen der Marktwert des Vermdgens einer
Firma zu Grunde gelegt. Jedoch ist der Marktwert meist nicht vollstandig beobacht-
bar.

Somit erfolgt im KMV Modell die Bestimmung des Vermogenswertes Vy durch
einen indirekten Ansatz. Dieser wird abgeleitet von dem einfacher zu beobachten-

den Wert des Eigenkapitals S.

Kalkulation der Ausfall-Wahrscheinlichkeit

Durch die Annahme der logarithmisch Normal verteilten Vermogenswerte erhal-
ten wir die Ausfall-Wahrscheinlichkeit aus (??). Diese Verbindung zwischen den
Vermogenswerten und der Ausfall-Wahrscheinlichkeit ist jedoch fiir eine akkurate

Beschreibung der Wirklichkeit zu einfach.
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Kritikpunkte:

e VermoOgenswerte sind nicht unbedingt logarithmisch Normal verteilt. Es

konnte eine Verteilung mit einer stirkeren Flanke vorliegen.
e Die Annahmen iiber die Kapitalstruktur der Firma sind zu einfach.

e Evtl. sind Zahlungen unterjihrig fillig, d.h. der Ausfall kann auch zu an-

deren Zeitpunkten stattfinden.

o Unter heutigen Richtlinien bedeutet ein Zahlungsausfall noch nicht zwangsldu-

fig die Insolvenz einer Firma.

Um diese Kritikpunkte zu beriicksichtigen, fithrt KMV als einen Zwischenschritt
bei der Berechnung der Ausfall-Wahrscheinlichkeit die Variable "distance to de-
fault" (DD) ein. Diese beschreibt den Abstand bis zum Ausfall.

Vo—-B
D= (Vo — B)

(ov - Vo)
Durch Auswertungen von empirischen Daten weisen Firmen mit gleichem Abstand
zum Ausfall (DD) die gleiche Ausfall-Wahrscheinlichkeit (EDF) auf.

(1.12)

Somit schitzt Moody’s KMV mit Hilfe ihrer enormen Datenbasis fiir jeden Zeit-
horizont und fiir einen bestimmten festgelegten Bereich des Abstands zum Aus-
fall, den Anteil der Firmen, die einem Ausfall unterliegen werden. Das stellt die
empirisch geschitzte Ausfall-Wahrscheinlichkeit (EDF ygrron) dar. Die exakte
Formel obliegt Moody’s KMV.

1.2.4 Modelle auf Kredit-Migration basierend

Dies ist eine weitere Modellart innerhalb der strukturellen Modelle. Die Ausfall-
Wahrscheinlichkeit einer Firma wird bestimmt durch eine Analyse der Kredit-

Migration, d.h. Bonitétséinderung.

Das Standard Modell dieser Kategorie in der Industrie ist das CreditMetrics Mod-

ell, welches von JP Morgen und von der RiskMetrics Group entwickelt wurde.
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Grundidee eines solchen Modells:

Jeder Firma wird eine Rating Kategorie zugeordnet. Es gibt nur eine endliche
Anzahl von Rating Kategorien, welche die Bonitéit bzw. Kreditwiirdigkeit einer
Firma darstellen. Fiir den Ausfall gibt eine separate Kategorie.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit von einem Rating,
innerhalb eines bestimmten vorgegebenen Zeitraumes (meist ein Jahr), einem an-
deren Rating zugeordnet zu werden, wird durch historische Daten errechnet.
Kreditratings fiir groBe Firmen and Ubergangs-Matrizen werden von Ratingagen-

turen wie z.B. Moody’s oder Standard & Poor’s (S&P) bereitgestellt.

Table 8.2, Probabilities of migrating from one cating quahity o anether within one year,
Source: Standurd & Poor"s CreditWeek (15 Apnl 1996

Rating at vear-end (5]

[nileal

mting  AAN A A BEE BE i COC Defauh
AAA BRI 8.33 1,64 0.6 012 100 .00 (.00
AA 070 B63 779 1164 L1 .14 (RN 1S .00
A . 227 Rl 3.52 0.74 0.26 0.0l 0,006
BRE 0.02 0.33 3,05 86,03 3.30 117 112 0
BB 003 4 0.67 T3 8053 B84 (RI1] (R
B 0. ol 0.24 043 048 #3406 4.07 5,20

coC 0,22 ()] 0,22 1,50 2.58 1124 04,80 19.79

In diesem Ansatz wird angenommen, dass durch die Einteilung in eine Rating Kat-
egorie die Ausfallwahrscheinlichkeit einer Firma vollstindig bestimmt ist. Somit

kann diese aus der Matrix direkt abgelesen werden.

Empirische bestimmte Ausfall-Raten variieren im Allgemeinen mit der konjunk-
turellen Lage. In Zeiten des wirtschaftlichen Aufschwungs sind diese niedriger,
in Zeiten der Rezession hoher. Aus diesem Grund werden fiir Ubergangsma-
trizen, wie von S&P und Moody’s erstellt werden, historische Durchschnittswerte
gebildet. Hierdurch konnen sie Firmen ein Rating unabhéngig von den Konjunk-

turzyklen zuordnen.

Das MKYV Modell im Vergleich zu den Rating basierten Modellen:

e Das KMV Modell spiegelt die aktuellen wirtschaftlichen Geschiftsaussichten

einer Firma sehr gut wieder. Der EDF reagiert schnell auf diese Veridnderun-
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gen, so dass diese eine Verschlechterung in der Bonitit schneller aufdeckt,

als dies die Rating basierten Modelle tun konnen.

e Das KMV Modell beriicksichtigt das aktuelle 6konomische Umfeld bei der
Bewertung des Kreditrisiko einer Firma. Somit trifft dieses Modell iiber
kurze Zeithorizonte bessere Prognosen fiir die Ausfall-Wahrscheinlichkeit

einer Firma.

e Das KMV Modell reagiert sehr sensitiv auf Marktverdnderungen, also auf
Uber- und Unterreaktionen des Marktes. Zum Beispiel kann das Platzen
einer Aktienblase zu einer Erhohung der Ausfall-Wahrscheinlichkeit einer
Firma fithren, obwohl sich die Geschiftsaussichten der Firma nur unwesentl-

ich geédndert haben.

e Das KMV Modell kann nur auf Firmen angewendet werden, deren Anteile

offentlich gehandelt werden.

Einbettung des auf Kredit-Migration basierenden Modells in ein Firmen-Wert
Modell, wie wir es bisher kennengelernt haben.

Fiir eine Firma mit zugehoriger Rating Kategorie zu Beginn der Zeitperiode [0, T']
gibt es die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(j), 0 < j < n. Diese geben an, mit
welcher Wahrscheinlichkeit die Firma zum Zeitpunkt 7 der Rating Kategorie j zu-

geordnet sein wird. p(0) bedeutet die Ausfallwahrscheinlichkeit der Firma.

Vorausgesetzt der Prozess des Vermogenswerts folgt der Gleichung (??), dann folgt

Vr der logarithmischen Normal Verteilung:

1
VT:Vo-exp((yv—icr%,)-T+0'V-WT (1.13)

Wir kénnen folgende Schranken so wéhlen,

—o=dy<d; <..<dy,<dy =0 (1.14)

dass folgende Gleichung gilt: P(Jj <Vr< Jj+1) = p(j) fir j € {0, ...,n}
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Somit haben wir die Ubergangsmatrix in eine Folge von Schranken iibertragen,

wobei die Schranke d; die Schranke fiir einen Ausfall darstellt.

Fiir das Firmen-Wert-Modell, in welches wir das Migrations-Modell eingebettet
haben, kann zusammengefasst werden: Die Firma gehort zum Rating j zum Zeit-

punkt 7', wenn gilt: Jj <Vr< Jj+1.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in einem Firmen-Wert-Modell ist invariant unter
gleichzeitiger Transformation des Vermdgenswertes Vr und der Grenzen d .
Somit konnen wir auch sagen, dass die Firma zum Zeitpunkt 7 das Rating j erhilt,
wenn gilt: d; < X7 < djy.

Die GroBen X7 und d; wurden hierfiir folgendermaBen definiert:

1
anT—anO—(/JV—E-o'%,)-T

Xy = (1.15)
oy : \/7
. 1 )
ll’ldj—ll’lV()—(/Jv—E -O'V)'T
dj = (116)

Uv-\/T

Xr ist die standardisierte Version der logarithmischen Vermdgenswert-Returnwerte
. W . .
(InVy —InVy). Zudem gilt, dass X7 = \/—i Somit ist X7 Standard Normal verteilt.
T
1.2.5 Mehrdimensionale Firmen-Wert-Modelle

Bisher haben wir diese Modelle nur auf einzelne Firmen angewendet. Mochten wir
diese auf Portfolios libertragen, bendtigen wir eine mehrdimensionale Version des
Merton Modells.

Wir nehmen nun an, dass unser Portfolio aus m Firmen besteht und dass der mehrdi-
mensionale Prozess des Vermogenswerts (V) mit V; = (V;1,..., V;,,)" einer m-
dimensionalen geometrischen Brownschen Bewegung folgt. Mit dem Drift-Vektor

py = (Uyi, ... vm)’, dem Vektor der Volatilititen oy = (ovyy,...,0vy) und der
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Korrelationsmatrix P.

Das bedeutet, dass fiir alle i der Vermogenswert V7; von der Form (??) ist, wobei
uy =pyi, oy=oyiund Wyp = Wy, Dartiber hinaus ist Wy := (Wry,..., Wr,,)

ein mehrdimensionaler Zufalls-Vektor mit der Verteilung: Wy ~ N,,,(0,T - P)

Das Modell ist vollstindig, wenn fiir alle Firmen die Schranken entsprechend (??)
gesetzt werden. In einem Merton Modell werden die Schranken entsprechend der
Hohe ihrer Verbindlichkeiten und in einem CreditMetrics Modell entsprechend

ihrer Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten gesetzt.

Wiederum konnen wir Transformationen der Vermogenswerte, wie in (??) und (??)
vornehmen. Hierbei entsteht:

W .
Xr; = —=und X7 = (Xr.1,.... Xz, ~ N(O, P)

T

Somit hitten wir das Modell wieder auf eine Standard Gaussche Skala gebracht.

1.3 Schrankenmodelle

Schranken-Modelle sind strukturelle Modelle, die das Kredit-Risiko fiir ein Port-

folio fiir eine feste Zeitperiode berechnen.

Ausfall fiir Firma i tritt auf, wenn die kritische Zufalls-Variable X; := X7; am Ende

der Zeitperiode [0, T'] unter eine vorgegebene kritische Schranke d; fillt.

Der sehr generelle Aufbau des Schrankenmodells erlaubt uns zum einen eine all-
gemeine Interpretation der kritischen Variablen und zum anderen die Betrachtung

verschiedener Verteilungsstrukturen fiir X.

Ein interessanter Aspekt wird der Einfluss durch die Wahl der Copula fiir X auf
das Risiko des Portfolios sein.
Die Abhingigkeiten der Ausfille entstehen durch die Abhéngigkeiten in den Kom-

ponenten des Vektors X.
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1.3.1 Notationen fiir Einperioden Portfolio Modelle

Das Portfolio soll aus m Firmen bestehen und mit einem festen Zeithorizont T
versehen sein.

Fiir 1 < i < m, soll die Zufalls-Variable S; den Zustands-Indikator fiir die Firma
i zum Zeitpunkt T darstellen. §; = S7; kann Werte aus der Menge {0, 1,...,n}
annehmen. Diese Werte stehen zum Beispiel fiir Rating Kategorien. Die Null inter-
pretieren wir als die Kategorie des Ausfalls und alle anderen Werte ungleich Null
als aufsteigende Bonitétszustinde. Wir nehmen an, dass zum Zeitpunkt ¢ keine

Firmen dem Ausfall unterliegen.

Hauptsichlich interessieren wir uns fiir die bindren Zusténde: "Ausfall" oder "kein
Ausfall" und ignorieren dabei die feinere Kategorisierung der Firmen, bzgl. ihrer

exakten Bonitiit.

Fir 1 < i < m, soll die Zufalls-Variable Y; den Ausfall-Indikator fiir die Firma i

zum Zeitpunkt T darstellen. ¥; := Yr;. Es gilt:

Y=1©5,=0 und Y, =0&sS5,;>0.

Der Zufalls-Vektor Y7y = (Yi,...,Y,,) ist der Ausfall-Indikator fiir das Portfo-
lio. Die gemeinsame Ausfall-Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir diesen Vektor ist
gegeben durch: p(y) = P(Y; = yi,...,Ym = Ym), wobei y € {0,1}". Die
entsprechenden Rand-Ausfall-Wahrscheinlichkeiten sind: p; = P(Y; = 1), fir

i=1,....,m

Die Korrelationen der Ausfall-Ereignisse sind von besonderem Interesse fiir uns.

Denn diese definieren uns die Korrelationen der Ausfall-Indikatoren.
Es gilt:  var(Y;) = E(Y?) — p? = E(Y;) — p? = p; — p.

Hierdurch gilt fiir Firmen i und j, mit i # j, folgende Formel fiir die Korrelation:
EY.,Y))— pi-pj

p(Yi, Yj) =
i = P)B; — P

(1.17)
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Die Anzahl der ausgefallenen Firmen zum Zeitpunkt 7" zéhlen wir mit der Zufalls-
Variable M := 3 | V.

Den tatsdchlichen Verlust bezogen auf den Ausfall einer Firma i, genannt "Loss
given default” (LGD) modellieren wir durch die Grof3e d; - ¢;. Der Wert am Portfo-
lio, den Firma i einnimmt, ist e;. Der Anteil, der hiervon als verloren gilt, im Falle
eines Ausfalls, wird durch 0 < §; < 1 dargestellt. Den Gesamtverlust bezeichnen
wirmit L := 37 6;-e; - V.

Es ist moglich verschiedene Modelle zu erstellen, die zur gleichen mehrdimension-
alen Verteilung von S oder Y fithren. Da in der Analyse von Kredit-Risiken eines
Portfolios genau dieser Verteilung unser hauptsichliches Interesse gilt, werden wir
zwei Modelle mit den Zustands-Vektoren ¥ und ¥ (oder S und S’) als dquivalent
ansehen, wenn gilt: ¥ z Y (oder S z S').

1.3.2 Schrankenmodelle in Verbindung mit Copulas

Definition 1.3.1

Sei X = (X1,...,X,,) ein m-dimensionaler Zufalls-Vektor und D € R™" eine
deterministische Matrix mit Elementen d;j, s.d. fiir jedes i, die Elemente der i-ten
Zeile einer Folge von strikt aufsteigenden Schranken (d;y < ... < di,) geniigen.

Erweitere diese Folge mit djy = —oo und dju11) = o fiir alle Schuldner und setze:

Sizj = d,'jSXiSdi(jH), jE{O,...,n},iE{O,...,m}

(X, D) definiert ein Schrankenmodell fiir den Zustands-Vektor S = (S1,...,Sn) .

In unserem Modell stellt X unsere kritische Variable mit den Randverteilungen
Fi(x) = P(X; < x) dar. Zudem enthilt die i-te Zeile von D die kritischen Schranken

der Firma i.

Per Defintion des Ausfalls (zugehoriges Ereignis S; = 0) tritt dieser auf, wenn
X; < dj1, s.d. die Ausfall-Wahrscheinlichkeit dieser Firma i durch p; = F;(d;1)
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gegeben ist.

Betrachte zwei Firmen i,j mit i # j.

Folgende Unterscheidung ist wichtig:

- Die Ausfall-Korrelation dieser beiden Firmen, p(Y;, Y;), wird bestimmt durch
die Gleichung (??). Zudem gilt: E(Y;,Y;) = P(X; < di1,X; < dj1). Somit
hingt die Ausfall-Korrelation von der gemeinsamen Verteilung von X; und

Xj ab.

- Die Vermogens-Korrelation dieser beiden Firmen, p(X;, X;), ist die Korrela-

tion von den kritischen Variablen X; und X ;.

- Falls X mehrdimensional Normal verteilt ist, wie im Fall des CreditMetrics-
/KMV Modell, bestimmt die Korrelation von X; und X; die Copula und somit

die gemeinsame Ausfall-Wahrscheinlichkeit.

- Falls X nicht mehrdimensional Normal verteilt ist, wird die gemeinsamen
Ausfall-Wahrscheinlichkeit nicht vollstidndig beschrieben. Das kann extreme

Folgen auf die Flanke der Verteilung von M = Z;’i | Yi haben.

Es gibt ein einfaches Kriterium, um die Aquivalenz zweier Schrankenmodelle zu
bestimmen. Dies erfolgt durch die Randverteilungen des Zustandsvektors S und
der Copula von X. Dieses Resultat ist niitzlich, um die strukturellen Ahnlichkeiten

verschiedener industrieller Modelle zu studieren.

Lemma 1.3.2 (Aquivalente Schranken-Modelle)

Seien (X, D), (X, D) zwei Schranken-Modelle mit zugehorigen Zustands-Vektoren
S =(1,...,8) und S=@,... ,Sm). Die beiden Modelle sind dquivalent,
wenn folgende FEigenschaften erfiillt sind:

1. Die Randverteilungen der Zufalls-Vektoren S und S stimmen iiberein, d.h.

PS;=j)=PS;=j), fuer je{l,....,n} und i€{l,...,m)

2. X und X besitzen die gleiche Copula C.
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Beweis. Per Definition gilt:

st'wenn,fijrallejl,...,jm in {1,...,m}

P(dij, < X1 £dii+1)s - Amj, < X < di(jns1y)
= P(d1j, < X1 < di(ji+1)s -+ - »dmjy, < Xm < dingjpp41))

Durch Standard-MaB-theoretische Argumente gilt dies auch,

wenn fiir alle ji,...,j, in {l,...,m}

PXy <digy+1)s -5 Xim < din(jp+1))
= PXi < di(ji+1ys - s Xim < A1)

Durch Sklar’s Theorem folgt, dass dies dquivalent ist, zu

C(Fi(dij)s s Fn(dmj,) = Ciyix(Piys - - - Pir)» (1.18)

wobei nach der zweiten Eigenschaft C die Copula von X und X ist.
Durch die erste Eigenschaft gilt, dass
F(d;j) = F(d;)) fur alle jin{l,...,m}undi€{1,...,m}.
Somit folgt die Behauptung.
[ ]

Die Copula in einem Schrankenmodell stellt die Verbindung zwischen den Rand-
verteilungen fiir individuelle Firmen und den gemeinsamen Verteilungen bzgl. Boni-

tatsanderungen fiir Firmengruppen dar.

Als einfaches Beispiel betrachten wir ein Modell mit zwei moglichen Zustidn-
den ("Ausfall" / "Kein Ausfall" ) fiir eine Teilgruppe von k Firmen ({i{,..., i} C

{1,...,m}) mit zugehorigen individellen Ausfall-Wahrscheinlichkeiten p;,, ..., p;,.
Dann gilt:

P(Y,‘1 = 1,...,Yik =1)= P(X,‘l < di]lv""Xik < dikl) = C,‘l...,‘k(ﬁ,‘l,...,ﬁik) (1.19)

wobei C;,...;, die k-dimensionale Rand-Copula von C ist.
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1.3.3 Modelle auf alternativen Copulas basierend

Auch wenn die meisten Beispiele aus der Industrie impliziert oder explizit auf der
Gauss Copula basieren, gibt es keinen Grund, diese zu verwenden. Die Wahl der
Copula ist sehr entscheidend fiir die Flanke einer Verteilung bzgl. der Anzahl der
Ausfille M.

Daher betrachten wir nun Modelle, die auf alternativen Copula basieren. Sie ver-
suchen die Flexibilitiat der KMV-/ CreditMetrics Modelle fiir eine grole Breite an
verschiedenen Korrelationsstrukturen fiir die kritischen Variablen anwendbar zu
sein, zu erhalten. Das ist ein Vorteil beim Modellieren eines Portfolios, in welchem
die Schuldner in unterschiedlichem Mal verschiedenen Risikofaktoren ausgesetzt
sind. Beispiele hierfiir sind Unterschiede in der Zugehorigkeit zu Industriesektoren

oder zu Lindern.

1.3.4 Aspekte bzgl. der Modell-Risiken

Das Modell-Risiko kann grob definiert werden als das Risiko, dass das Arbeiten
mit fehlkalibrierten Modellen mit sich bringt. In unserem Fall sind das die Modelle,
die nicht den tatsdchlichen Mechanismus beschreiben, der zum Ausfall oder zur
Bonititsveranderung in einem Kreditportfolio fiihren.

Zum Beispiel, wenn wir versuchen, durch unsere Modelle das Risiko-Mal} der
Flanken von Verteilungen zu schitzen, so wie den VaR oder den Expected Short-
fall, dann sind wir mit der Gefahr konfrontiert, dass wir diese fiir das Portfolio
unterschitzen.

Ein Schrankenmodell besteht hauptsichlich aus Ausfall-Wahrscheinlichkeiten fiir
individuelle Firmen und einer Copula, die die Abhingigkeiten der kritischen Vari-
ablen beschreibt.

Bei der Diskussion um das Modell-Risiko werden wir annehmen, dass die in-
dividuellen Ausfall-Wahrscheinlichkeiten in zufriedenstellendem Mafle bestimmt
wurden.

Es ist sehr viel schwieriger die Copula zu bestimmen, die die Abhéngigkeiten der

Ausfille beschreibt.

Die Wahl der Copula

In der Industrie werden meist Schrankenmodelle verwendet, die die Gauss Copula
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unterstellen. Daher sind wir im Speziellen an der Sensitivitidt der Verteilung bzgl.
der Anzahl der Ausfille M interessiert, unter der Annahme, dass eine Gaussche

Abhingigkeit vorliegt.

Bei solch einer Abhédngigkeitsstruktur wird hiufig die Wahrscheinlichkeit unter-
schitzt, dass gemeinsame gro3e Bewegungen der Risikofaktoren, drastischen Fol-

gen fiir die Performance unserer Risiko-Management Modelle haben.

Vergleich zweier Modelle:

Wir vergleichen ein Modell mit mehrdimensionalen Normal verteilten kritischen
Variablen und ein Modell, in welchem die Variablen mehrdimensional t-verteilt
sind.

Zur Einfachheit betrachten wir ein homogenes Gruppen-Modell. Seien eine Stan-
dard Normal verteilte Zufalls-Variable F, eine iid Folge €1,..., &, von Standard
Normal verteilten Zufalls-Variablen (die zudem von F unabhéngig sind) und ein
Vermogens-Korrelations-Parameter p € [0, 1] gegeben. Dann definiere den Zu-
fallsvektor Z durch Z; = o - F + m - &

- In dem Fall der t-Copula definieren wir die kritische Variable X; := VW - Z;,
1 1
wobei W ~ Ig 3 v, 37 V) und unabhingig von Z ist, X weist eine mehrdi-
mensionale t Verteilung auf.

- Im dem Fall der Gauss Copula setzen wir Z := X

In beiden Fillen setzen wir die Schranken so, dass P(Y; = 1) = x fiir alle i und
fiir ein beliebiges 7 € (0,1). Zudem ist auch die Korrelations-Matrix P von X
(die Vermogens-Korrelations-Matrix) identisch und durch die Equi-Korrelations-
Matrix mit diagonalen Elementen p gegeben.

Die Copula von X in beiden Modellen unterscheidet sich. Aufgrund des hoheren
Levels an Abhédngigkeiten in der gemeinsamen Flanke der t-Copula, erwarten wir

mehr gemeinsame Ausfille im t-Modell.

Fiir ein Portfolio, der Grée m = 10.000, definieren wir drei absteigenden Bonitéts-

Kategorien A, B und C:

-A: 7=0,06% und p =2,58%
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~B: 7=0,50%und p = 3,80%
- C: m=7,5%undp=9,21%

Fiir jede Gruppe variieren wir den Parameter fiir den Freiheitsgrad v.

Um die Flanke bzgl. der Anzahl der Ausfille M zu beobachten, betrachten wir
uns die Simulation der Bestimmung der 95% und 99% Quantile (g o5(M) und
40,99(M)).

Die wirkliche Simulation wurde durch einen Reprisentanten der Schrankenmod-

elle, das sogenannte "Bernouille-Mixture-Modell" ausgefiihrt.

Table 8.4, Kesults of simulation study, We tabulate the estimated 950 and S9th percentiles
of the distibution of M in an exchs able medel withe 1OOO0 lirms. The values for the
default probubility 7 and the asset correlation o comesponding o the three groups A, B and
C are given in the text.

ICH ] ol My
Group v=o0 w=3l v=11 wv=m w=5) yv=1I0
A 14 23 24 21 49 1138
I3 H) 153 230 157 2l Eh]

[ 1als 1723 2085 226 2400 3T

Die Tabelle zeigt, dass v einen deutlichen Einflul auf die hohen Quantile hat. Fiir

das wichtige 99% Quantil ist der Einfluf} fiir Gruppe A am stérksten.

Verinderungen in der Vermogens-Korrelationen

Wir bleiben bei der Annahme, dass X einer Gauss-Copula unterliegt. Wir studieren
den Einfluss der Faktor-Struktur der Vermogens-Return-Werte auf gemeinsame
Ausfall-Ereignisse und somit auf die Flanke von M.

Spezieller gesprochen, wir erhdhen die systematische Risiko Komponente der kri-
tischen Variablen fiir die Schuldner in unserem Portfolio und analysieren den Effekt
auf die Flanke von M.

Table 8.5, Hesults of simulation study. Estimated 95th and 99h percentiles of the
distribution of M in an exchangeable model Tor varying values of asset correlation p.

Quantile p=238% p=380% p=021%

st My Eh] 104 145

s (M} 133 157 250

Wir nutzen hierfiir das eben eingefiihrte homogene Gruppenmodell als Werkzeug
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fiir unsere Analyse. Wir setzen die Ausfall-Wahrscheinlichkeit fest auf 7 = 0,50%
(Siehe Gruppe B) und variieren die Vermogens-Korrelation p, welche das system-
atische Risiko fiir alle Firmen in einem Modell fiir homogene Gruppen angibt.

Auch hier wirkt sich die Verdnderung auf die Quantile aus. Aber wie zu erwarten

war, langst nicht in so starkem MaB, wie durch die Wahl der Copula.

Kommentar:
Beide Simulations Experimente ergeben, dass Schrankenmodelle anfillig fiir sub-
stantielle Modell-Risiken sind, wenn fiir die Kalibrierungsversuche genutzt wurde,

dass
- die Rand-Ausfall-Wahrscheinlichkeiten geschétzt wurden und

- die Faktor-Struktur der kritischen Variablen, welche durch die Vermdgens-

Return-Werte bestimmt sind, grob abgeschitzt wurde.

Idealerweise sollen auch die Parameter, die die Ausfallabhidngigkeit beschreiben,
auf Basis historischer Ausfalldaten geschétzt werden.

Die beste Strategie wire, die Faktor-Modelle der Vermdgens-Return-Werte mit
einer statistischen Schitzung wichtiger Schliisselgréen zu kombinieren. Grund-
lage der Schitzung sind historische Ausfalldaten. Zu diesen Schliisselgrofen zéhlt

beispielsweise der Parameter fiir das systematische Risiko.
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