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Chapter 1

Mixture Modelle

Bei Mixture Modellen geht man von folgenden grundsétzlichen Annahmen
aus:

e Das Kreditausfallrisiko eines Schuldners héngt von einigen makrotkonomis-
chen Faktoren ab.

e Bedingt auf diese Faktoren sind die Ausfallrisiken einzelner Firmen unab-
héngig.

Natiirlich gibt es trotzdem Abhéngigkeiten zwischen den Ausfallwahrschein-
lichkeiten, diese kommen aber daher, dass alle von denselben 6konomischen

Faktoren abhédngen.

1.1 Definition: Bernoulli Mixture Modelle

Sei p < m und ¥ = (¥y,...,¥,) ein p-dimensionaler Zufallsvektor. Der
Zufallsvektor Y = (Y1, ..., Y;,) geniigt einem Bernoulli Mixture Modell mit
Faktorvektor ¥ wenn es fiir 1 < ¢ < m Funktionen p; : RP — [0, 1] gibt,
so dass die Komponenten von Y bedingt auf ¥ unabhéngige Bernoulli Zu-
fallsvariablen sind und folgendes erfiillen: P(Y; = 1|¥ = ¢) = p; (¢)

Fir y = (y1, ..., ym) aus {0, 1}™ gilt:

m

P(Y =ylW =) =[] @)" 1 —pi ()" (L.1)

=1



Da der Ausfall eines Kredites eher selten ist, kann man die Bernoulli Zu-
fallsvariablen durch Poisson Zufallsvariablen approximieren. Diese Modelle
nennt man dann Poisson Mixture Modelle. Dieser Ansatz fiithrt natiirlich
dazu, dass eine Firma “mehr als einmal” in einem bestimmten Zeitraum
Pleite gehen kann, dies allerdings mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit.
Wir bezeichnen die Anzahl der Kreditausfille einer Firma i mit Y; € {0,1,2,...}

Die formale Definition ist analog zu der eines Bernoulli Mixture Modells.

1.2 Definition: Poisson Mixture Modelle

Seien p und ¥ wie in Definition 1.1. Der Zufallsvektor Yy = (}71, Jme)
geniigt einem Poisson Mixture Modell mit Faktorvektor ¥ wenn es fiir 1 <
i < m Funktionen ); : R? — (0, 00) gibt, so dass Y bedingt auf ¥ ein Vektor
von unabhéngigen Poisson-verteilten Zufallsvariablen mit Parametern A; (¢)

ist.

Ein Beispiel eines in der Praxis genutzten Poisson Mixture Modells ist Cred-

itRisk+, dass in Abschnitt 1.4 ndher betrachtet wird.

1.3 Bernoulli Mixture Modelle mit einem Faktor

In vielen praktischen Situationen ist es sinnvoll Modelle mit nur einem Ein-
flussfaktor anzunehmen. In vielen Féllen hat man nicht die nétigen Informa-
tionen um ein Modell mit mehreren Faktoren abzustimmen, wahrend Mod-
elle mit nur einem Faktor relativ einfach an statistische Kreditausfalldaten
angepasst werden kénnen. Auflerdem ist bei solchen Modellen das Verhalten
fiir grofte Portfolios einfach zu verstehen.

In diesem Abschnitt soll also W eine Zufallsvariable mit Werten in R sein.
p; + R — [0,1] sind Funktionen, so dass der Ausfallindikator Y, bedingt
auf ¥, ein Vektor von unabhéngigen Bernoulli Zufallsvariablen mit P(Y; =

1|U =) = pi(¢) ist. Wir werden uns jetzt einige Spezialfille anschauen.

1.3.1 Austauschbare Bernoulli Mixture Modelle

Ein Spezialfall tritt auf, wenn alle Funktionen p; gleich sind. Das bedeutet

alle Firmen haben dasselbe Ausfallrisiko. In diesem Fall nennt man das



Bernoulli Mixture Modell austauschbar. Der Grund fir den Namen ist, dass
man die Elemente von Y tauschen kann, ohne etwas zu andern.

Es ist hier sinnvoll die Zufallsvariable @) := p; (1) einzufithren. Die Verteilungs-
funktion wird mit G (q) bezeichnet. Man nennt QQ Mixing-Variable und G(q)
Mixing-Verteilung. Bedingt auf @) = ¢ ist die Anzahl der Kreditausfille M
die Summe von m unabhéngigen Bernoulli Zufallsvariablen mit Parameter q

und hat daher folgende Binomialverteilung:

m m—
P(M:k!Q=q)=(k)q’“(1—q) : (1.2)
Die nicht bedingte Verteilung von M erhélt man durch Integrieren iiber q,
also:
m Y m—k
P(M=k)={, o (1—¢)" " dG(q) (1.3)
Beispiele:

Die folgenden Mixing-Verteilungen werden regelméfig bei Bernoulli Mixture

Modellen benutzt.

Beta Mixing-Verteilung
Q ~ Beta(a,b) fiir Parameter a>0 und b>0.

Probit-Normal Mixing-Verteilung
Q= P(u+ov) fur » ~ N(0,1), 4 € R und o > 0, wobei ® die Standartnor-

malverteilung ist.

Logit-Normal Mixing-Verteilung
Q = F(u+ o) fiir p ~ N(0,1), p € Rund ¢ > 0, wobei F(z) = (1+e7%)~!

die Verteilungsfunktion der sogenannten logistischen Verteilung ist.

1.3.2 Modelle mit einem Faktor und weiteren Einflussgroéfsen

Hier betrachtet man Bernoulli Mixture Modelle bei denen W nur eine einzige
gemeinsame Variable ist. Allerdings erlaubt man, dass andere Einflussgrofen
das Kreditausfallrisiko fiir einzelne Firmen beeinflussen. Dieses kénnen In-
dikatoren fiir die Rating-Klasse, den Industrie-Sektor oder ausgewihlte Grofen

aus der Firmenbilanz sein.



Der Vektor x; € R” soll diese gegebenen Einflussgrofen enthalten. Ein typis-
ches Modell wire, fiir die Kreditausfallwahrscheinlichkeiten p; (¢/) folgendes

anzunehmen:

pi (Y) = h(p+ Bri + o) (1.4)

wobei h : R — (0,1) eine streng monoton wachsende Verkniipfungsfunktion,
wie z.B. @ () ist. Der Vektor  enthélt Regressionsparameter, 11 € R ist ein
Achsenschnittpunkt und ¢ > 0 ein skalierender Parameter.

Falls x; = z fiir alle i, d.h. alle Risiken haben dieselben Einflufigréfen, so

haben wir wieder volle Austauschbarkeit.

1.3.3 Modell fiir mehrere austauschbare Gruppen

Mit der Struktur (1.4) lassen sich auch Modelle mit mehreren austauschbaren
Gruppen realisieren. Wir definieren dazu einige Gruppen, innerhalb derer
die Risiken austauschbar sind. Diese Gruppen koénnen z.B. interne oder
externe Rating-Klassen reprasenieren. Wir setzen also die Einflussgrofien
z; einfach als k-dimensionale Einheitsvektoren der Form z; = e,(;), wobei
r(i) € {1,...,k} die Rating-Klasse der Firma i ist. Dann kann man das
Model aus (1.4) wie folgt schreiben:

pi (V) =h (4 By + o) (1.5)

fir r=1,....k also fiir jede Rating-Klasse. Setzt man diese Spezifizierung
in (1.1) ein, so kann man die bedingte Verteilung des Kreditausfallvektors
finden. Angenommen es gibt m, Schuldner in der Rating-Klasse r und beze-
ichne die Anzahl der Kreditausfille mit M,. Die bedingte Verteilung des
Vektors M = (Mjy, ..., M}) ist dann gegeben durch:

k
P =iw=y)=]] <m> (h (1 + Briy + 09))" (1= R (1 + Boy +00))™ "

L,
r=1
(1.6)

wobei | = (I, ..., ) ist.

1.4 CreditRisk+

CreditRisk+ ist ein industrielles Kreditriskomodell, dass 1997 von Credit-

Suisse herausgebracht wurde. Es hat die Struktur eines Poisson Mixture



Modells, bei dem der Faktorvektor ¥ aus p unabhéngigen, gammaverteilten
Zufallsvariablen besteht. Die Verteilungsannahmen und Struktur des Mod-
ells machen es moglich die Verteilung von M relativ explizit zu berechnen.
Struktur von CreditRisk-}+

CreditRisk+ ist ein Poisson Mixture Modell.

Die Parameter \;(¥) der bedingten Poissonverteilung von Firma i ist gegeben
durch A\;(V) = k;w ¥, wobei

e k; > 0 eine Konstante

o w; = (w1, ...,w;1) positive Faktorgewichte mit Zj wij =1

e i1, ..., 1, unabhéngige Ga(a;, (;)-verteilte Faktoren mit Parametern o =
B = 052 fir o; >0

Durch diese Parametrisierung erreicht man, dass gilt:

. B() =1

o var(iy) = o

e E(\(V)) = kE(w)V) = k;

Als Poisson Mixture Modell ist in diesem Modell die Ausfallwahrschein-
lichkeit gegeben durch: P(Y; = 1) = P(Y; > 0) = E(P(Y; > 0)|¥). Weil Y;
bedingt auf ¥ Poissonverteilt ist, gilt:

E(P(Y; > 0|0)) = E(1 — e ¥ x k; BE(w]0) = k; (1.7)

Somit ist k; ungefdhr gleich der Ausfallwahrscheinlichkeit von Firma i.
Man interessiert sich fiir die Verteilung von M = Yo Y;. Mit der Struktur
von CreditRisk-+ ist es tatsichlich moglich einfache Rekursionsformeln fiir

die Wahrscheinlichkeiten P(M = k) herzuleiten.

1.5 Asymptotisches Verhalten fiir grofte Porfolios

Hier mochten wir einige asymptotische Betrachtungen fiir Bernoulli Mixture
Modelle anstellen. Die Ergebnisse davon sind kénnen hilfreich sein um die
Verlustverteilungen in grofsen Portfolios anzunéhern.

Da wir nicht (nur) an den Kreditausféllen als solches, sondern an dem entste-
henden Gesamtverlust interessiert sind, miissen wir hier auch die Verluste bei
gegebenem Kreditausfall betrachten. Sei also (e;);cy eine unendliche Folge
von gegebenen positiven Risikopositionen. Sei (Y;);.y die zugehorige Folge

von Kreditausfallindikatoren. Sei (J;);c eine Folge von Zufallsvariablen mit



Werten in (0, 1], die die prozentualen Verluste bei auftretendem Kreditaus-
falls représentieren. Bei einem Portfolio der grofe m wire der Verlust hier:
Lm = ZZ’;I L;, wobei L; = e;0;Y; die einzelnen Verluste der Risikopositio-

nen sind.

Wir miissen nun noch drei technische Annahmenfiir unsere Betrachtungen

treffen:

(A1) Es gibt einen p-dimensionalen Zufallsvektor ¥ und Funktionen [; :
RP — [0,1], so dass (L;);cy bedingt auf ¥ eine Folge unabhéngiger Zu-
fallsvariablen mit I; (v) = E (L;|V = v)

(A2) Es gibt eine Funktion [ : R — R™, so dass:
lim LE (LMW =) = lim L5371 (¢) =1(¥)

fiir alle ¢» € RP. Wir nennen [ () die asymptotische, bedingte Verlustfunk-

tion.

(A3) Es gibt ein C < oo, so dass > ;- (%)2 < C fiir alle m.
Die dritte Annahme verhindert, dass die Werte der Risikopositionen system-

atisch mit dem Portfolio wachsen.

Proposition 1: Sei L™ = >t L eine Folge, die die obigen 3 Annahmen
erfiillt. Bezeichne die bedingte Verteilung der Folge (L;),cy gegeben ¥ = 1)
mit P (-|¥ =1)). Dann gilt:
lim LM =7 (), P(-|¥ = ) fast sicher
Proposition 2: Sei L™ = >t L eine Folge, die die obigen 3 Annahmen
erfiillt, wobei die Mixing-Variable ¥ eindimensional ist und Verteilungsfunk-
tion G hat. Angenommen die bedingte, asymptotische Verlustfunktion [ (1))
ist monoton wachsend und rechtsstetig. Nehme weiterhin an, dass G mono-
ton wachsend in gq (¥) ist, d.h. G (¢o (¥)+6) > a fiir alle 6 > 0. Dann
gilt:

lim Lgo (L) =1(ga ()

m—00



Die beiden Propositionen zeigen folgendes:

Der durchschnittliche Portfolioverlust wird wesentlich durch die bedingte,
asymptotische Verlustfunktion / und die Realisation des Faktorvektors ¥ bes-
timmt. Bei Bernoulli Mixture Modellen mit nur einem Faktor ist die Flanke
der Verlustverteilung wesentlich durch die Flanke der Mixingverteilung fest-

gelegt.

1.6 Grenzmodelle als Mixture Modelle

Grenzmodelle und Mixture Modelle sind grundsétzlich unterschiedlich. Allerd-
ings kann man zu den meisten Grenzmodellen zugehorige Mixture Modelle
konstruieren, die diese Grenzmodelle reprasentieren. Das ist deshalb niit-
zlich, weil die Mixture Modelle gegeniiber den Grenzmodellen einige Vorteile
haben:

e Bernoulli Mixture Modelle bieten sich an, um diese mit Monte Carlo Meth-
oden zu untersuchen.

e Bernoulli Mixture Modelle sind besser geeignet, um sie mit Hilfe von em-
pirischen Daten anzupassen.

e Das Verhalten von Bernoulli Mixture Modellen fiir grofe Portfolios ist rel-
ativ einfach zu verstehen, da es stark von der Verteilung der 6konomischen
Faktoren abhingt.

Die folgende Bedingung stellt sicher, dass ein Grenzmodell als ein Bernoulli

Mixture Modell geschrieben werden kann.

1.6.1 Definition: bedingte Unabhangigkeitsstruktur

Ein Zufallsvektor X = (X7, ..., X;,) hat eine p-dimensionale bedingte Unab-
hangigkeitsstruktur mit bedingender Variable W, falls p<m ist und es einen
p-dimensionalen Zufallsvektor ¥ = (11, ...,1,) gibt, so dass die Zufallsvari-
ablen X1, ..., X, bedingt auf ¥ unabhéngig sind.



1.6.2 Lemma: Reprasentation von Grenzmodellen durch Mix-
ture Modelle

Sei (X, D) ein Grenzmodell fiir einen m-dimensionalen Zufallsvektor X und X
habe eine p-dimensionale bedingte Unabhéngigkeitsstruktur mit bedingender
Variable ¥. Dann gentigen die Kreditausfallindikatoren Y; = I1x, <4, ) einem
Bernoulli Mixture Modell mit Faktor ¥, wobei die bedingten Kreditausfall-
wahrscheinlichkeiten durch p; (¢) = P (X; < d;1|¥ = 9) gegeben sind.

Beweis. Fiir y € {0,1}"™ definieren wir 2 Mengen:

B:={1<i<m:y; =1} und deren Komplement:

B¢ ={1,..,m}\B

Wir erhalten dann:

P(Y =y[¥ =9) =P (Nicp{Xi < dit} NiepeAXi > din}[¥ = )

= [liep P (Xi < da|¥ = ¢) [L;epe (1 = P (X < dr|¥ =)

Somit sind die Y;, bedingt auf ¥ = ¢ unabhéngige Bernoulli Zufallsvariablen
mit Erfolgswahrscheinlichkeit p; (¢) = P (X; < di1|V = v) |

1.7 Modellrisiken

Wir betrachten hier die Modellrisiken fiir ein austauschbares Bernoulli Mix-
ture Modell und gehen dabei davon aus, dass m und py fest und bekannt
sind. Wir wissen, dass die Flanke von M wesentlich von der Flanke der
Mixing-Variable Q bestimmt wird. In der Tabelle 8.3 ist die rechte Flanke
der Probit-normal, Beta und Logit-normal Verteilung, sowie die der zur Clay-
ton Copula gehorenden Mixture-Verteilung abgebildet. In allen Fillen liegen
die Werte m = 0.049 und 7o = 0.00313 zu Grunde. Das entspricht etwa der
Standart&Poor’s Rating-Klasse B. Man sieht, dass die Funktionen erst nach
dem 99%-Quantil deutlich voneinander abweichen. Natiirlich heift das nicht,
dass Bernoulli Mixture Modelle frei von Modellrisiken sind, allerdings zeigt

es, dass die Wahl der Mixing-Verteilung von eher geringer Bedeutung ist.
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Figure 8.3. Tail of the mixing distribution of Q in four different exchangeable Bernoulli-
mixture models: beta; probit-normal (one-factor KMV/CreditMetrics); logit-normal (Credit-
PortfolioView); Clayton. In all cases the first two moments have the values 7 = 0.049 and
72 = 0.003 13, which correspond roughly to Standard & Poor’s ratin category B; the actual
parameter values can be found in Table 8.6. The horizontal line at 10~ shows that the models
only really start to differ around the 99th percentile of the mixing distribution.

Ein anderer Gesichtspunkt des Modellrisikos ist die Modellierung des Ver-
lustes bei gegebenem Kreditausfall. Normalerweise wird in den Modellen
angenommen, dass der Verlust bei gegebenem Kreditausfall unabhéngig vom
Ereigniss des Kreditausfalls ist. In empirischen Studien wurde allerdings
gezeigt, dass das nicht richtig ist. Tatsédchlich ist z.B. in wirtschaftlichen Ab-
schwungzeiten nicht nur die Ausfallwahrscheinlichkeit hoher, sondern auch
der Verlust bei gegebenem Ausfall. Das kann dazu fiihren, dass das benétigte

Risikokapital fiir Banken in diesen Modellen erheblich unterschatzt wird.



Chapter 2

Monte Carlo Methoden

Idee der Monte Carlo Simulation ist es analytisch schwer 16sbare Aufgaben
durch haufige Simulation von Zufallsvarianlen mit bekannter Dichte anzunéh-
ern. In diesem Abschnitt betrachten wir ein Bernoulli Mixture Modell fiir
ein Kreditportfolio. Wir nehmen dabei an, dass der Gesamtverlust von der
Form L = )", L; ist, wobei die einzelnen Verluste L; bedingt unabhéngig
bzgl. einem gegebenem Faktorvektor ¥ sind. Angenommen wir wollen den
Expected Shortfall und die Beitrdge zum Expected Shortfall zum Konfi-
denzniveau « berechnen. Dann miissen wir folgende bedingte Erwartungen

berechnen:
E(LIL > qa (L)) und E(L|L > qa (L) (2.1)

Solche Berechnungen kann man mit Hilfe von Monte Carlo Integration oder

Importance Sampling durchfiihren.

2.1 Monte Carlo Integration und Importance Sam-
pling

Sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit
Dichte f. Wir betrachten die Berechnung von folgendem Erwartungswert:

0 =E(h(X)) :/OO h(z) f () dw (2.2)

fiir eine bekannte Funktion h. Um die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

zu berechnen, betrachten wir eine Funktion der Form h (z) = I,¢c4 fiir eine

11
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Menge A C R. Fiir die Berechnung eines Expected Shortfalls betrachten wir

eine Funktion der Form h () = x>, fiir ein ¢ € R. Wenn die Komplexitét

kénnen wir auf einen Monte Carlo Ansatz zuriickgreifen, fiir den es lediglich

notwendig ist Zufallsvariablen mit Dichte f zu erzeugen.

2.1.1 Algorithmus: Monte Carlo Integration

(1) Erzeuge X1, ..., X;, unabhéngig mit Dichte f.
(2) Berechne den Standart Monte Carlo Schétzer é\ﬁ/f C=1%" h(X)

Wegen dem starken Gesetz der groffen Zahlen konvergiert der Monte Carlo
Schiitzer gegen . Folgende Uberlegung zeigt, dass der Monte Carlo aber nur
bedingt geeignet ist um seltene Ereignisse zu schatzen:

Ist beispielsweise o = 0.99, dann werden durchschnittlich nur 1% aller Sim-
ulationen zu einem Gesamtverlust fiihren, der grofer als g, = qo.99 (L) ist.
Das Problem ist, dass dann fast alle Simulationen verschwendet werden, weil
sie zu einem Verlust L > ¢, (L) fithren (der in diesem Fall uninteressant ist).
Der Monte Carlo Schétzer wird daher instabil und stark schwankend sein, es
sei denn die Anzahl der Simulationen ist sehr grof.

Um dieses Problem zu umgehen, benutzt man das sogenannte Importance
Sampling, eine Technik der Varianzreduktion, die gut fiir diese Probleme
geeignet ist. Die Grundidee ist eine andere Schreibweise des Integrals (2.2).
Dafiir benutzt man eine andere Wahrscheinlichkeitsdichte g und definiert das
Likelihood-Verhéltnis r(x) mit r(z) = % falls g(x)>0 und r(x)=0 sonst.

Dann kann das Integral wie folgt umgeschrieben werden:

= /_ Z h(a)r(2)g(x)dz = Ey(h(X)r(X)) (2.3)
wobei E; den Erwartungswert bzgl. der Dichte g bezeichnet. Somit kénnen
wir das Integral mit folgendem Algorithmus approximieren:
2.1.2 Algorithmus: Importance Sampling

(1) Erzeuge X1, ..., X,, unabhéngig mit Dichte g.
(2) Berechne den Importance Sampling Schiitzer 615 = LS h(X)r(Xa)
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Die Dichte g wird héaufig als Importance-Sampling-Dichte bezeichnet. Die
Kunst beim Importance Sampling ist es, diese Dichte so zu wihlen, dass die
Varianz des IS-Schétzers fiir festes n deutlich kleiner als die des MC-Schétzers

wird. Die beiden Varianzen sind gegeben durch:

vary (B1%) = (B, (h(X)*r(X)?) — 6°) (24)
var(BY€) = L(E(h(X)’) ~ ) (25)

Theoretisch kann die Varianz von 1% auf 0 reduziert werden, womit der
richtige Wert schon bei der ersten Simulation erreicht wiirde. In der Praxis ist
das nicht moéglich, weil dies voraussetzen wiirde schon vorher den gesuchten

Erwartungswert zu kennen.

Wir betrachten nun die Schitzung einer Wahrscheinlichkeit fiir ein seltenes
Ereignis. In diesem Fall ist dann also h(z) = I{;>.) fiir ein c, dass deut-
lich groRer als der Mittelwert von X ist. Wir erhalten dann E(h(X)?) =
E(h(X)) = P(X > ¢) und mit (2.3):

Ey(M(X)*r(X)?) = Bg(r(X)% X 2 ¢) = E(r(X); X 2 ¢) (2.6)

Da wir genau diesen Ausdruck klein bekommen wollen, miissen wir g so
wéhlen, dass das Likelihood-Verhéltnis r(z) = % klein wird fiir z > c.
Mit anderen Worten versuchen wir das Ereignis {X > ¢} bzgl. der Dichte g
wahrscheinlicher zu machen, als bzgl. der Dichte f. Eine Moglichkeit das zu

erreichen ist die Methode des Exponential Tilting.

Grobe Idee des Exponential Titlting

(1) Definiere die IS-Dichte g;(z) := e;\;){gf)) wobei ¢t € R und Mx(t) die Mo-

mentenerzeugende Funktion von X ist.

(2) Definiere nun py; := E4,(X), d.h. der Erwartungswert von X beziiglich
der IS-Dichte.

Nun muss man natiirlich noch den Wert t fiir die IS-Dichte wihlen. Man
kann zeigen, dass t fiir unsere Zwecke optimal ist, wenn man es wie folgt
wahlt:

(3) Wahle t, so dass p; = c erfiillt ist.
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Diese Wahl von t ist nicht verwunderlich, denn somit erreicht man, dass
das eigentlich seltene Ereignis {X > ¢} bzgl. der IS-Dichte vollig normal
(d.h. haufig) ist.

Exponential Tilting bei der Standartnormalverteilung

Besonders einfach ist das Exponential Tilting bei einer Standartnormalverteil-
ten ZV X ~ N(0,1). Hier ist die Verteilung von X nach dem Exponential
Tilting einfach X ~ N(t,1), hier wird also eim Grunde genommen nur der

Durchschnittswert von X verschoben.

Ahnlichen Methoden kann man auch auf die Verlustfunktionen von Bernoulli
Mixture Modellen anwenden. Somit kann man seltene Ereignisse oder beispiel-

sweise den Expected Shortfall berechnen.



Chapter 3

Statistischer Ruckschluss fir
Mixture Modelle

In diesem Kapitel betrachten wir die statistische Schatzung von Modelpa-

rametern aufgrund von historischen Ausfalldaten.

Fiir die Kalibrierung von industriell genutzten Kreditrisikomodellen fiir Port-
folios, werden die Modelparameter in der Regel nicht nur durch formale
statistische Schétzung aufgrund von historischen Ausfall- und Kreditmigra-
tionsdaten berechnet. Der Hauptgrund dafiir ist, dass (speziell fir Firmen
mit hohem Rating) nicht genug relevante Ausfalldaten vorliegen.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit einer einzelnen Firma wird normalerweise durch
eine historische Ausfallrate einer dhnlichen Firma geschétzt. Ahnlich be-
deutet hier beispielsweise dieselbe Rating-Klasse oder einen dhnlichen Distanco-
to-Default Wert.

Dass die meisten industriellen Modelle wenig formal statistisch sind, liegt
an der Wahl der Modelparameter. Die meisten Modelle enthalten plausible
Faktoren und Strukturen, die die Abhéngigkeiten der Ausfélle beschreiben.
Die Parameter dieser Faktoren werden aber meistens einfach aufgrund von
okonomischen Argumenten festgelegt, oder durch die Analyse verwandter
Variablen abgeleitet. Diese Art der Parameterwahl ldsst natiirlich die Frage
offen, wie sehr man diesen Parametern vertrauen kann und wieviel Modell-
risiko bleibt.

In diesem letzten Kapitel betrachten wir Methoden fiir rein statistische

15
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Schétzung aller Modelparameter. Wie oben schon erwéhnt ist dies nur sin-
nvoll moglich fiir Risiken, bei denen sowohl fiir Ausfallwahrscheinlichkeit, als
auch fiir Ausfallabhéngigkeiten geniigend Daten vorhanden sind.

Grundlage der folgenden Uberlegungen sind Daten iiber Kreditausfall ver-

schiedener Gruppen von Firmen iiber mehrere Zeitraume.

3.1 Austauschbare Bernoulli Mixture Models

Hier geht es um die Schétzung von Ausfallwahrscheinlichkeit und Ausfallab-
héngigkeiten fiir homogene Gruppen von Firmen. Angenommen wir haben

historische Daten von n Zeitrdumen (normalerweise Jahre). Fiir t=1,...,n sei:

e my; die feste Anzahl der Firmen zu Beginn des Zeitraumes
e M, eine Zufallsvariable, die die Anzahl der in diesem Zeitraum zahlung-

sunfihig gewordenen Firmen angibt.

Aukerdem nehmen wir an, dass die Kreditausfille durch ein austauschbares
Bernoulli Mixture Modell erzeugt wurden und dass die Mixing-Variablen
Q1, ..., Qn identisch verteilt sind.

Wir betrachten zwei Methoden um die fundamentalen Parameter der Mixing-

Verteilung 7, m2 und py zu schéatzen.

Ein einfacher Momentenschitzer
Fir 1 <t < n seien Y;1,...,Y; p, die Ausfallindikatoren fiir die m; Firmen

in der Gruppe. Wir definieren folgende Zufallsvariable:

M,
( kt> = Z Y;gﬂ'l,...,yvt’ik (31)

{01y YL eeyme
Diese reprasentiert die Anzahl der Untergruppen von k Schuldnern, die in
einer Periode zahlungsunfihig werden. Wir betrachten den Erwartungswert
dieser Zufallsvariable und erhalten:
B((%) = (3)m
Durch umformen ergibt sich:

e = B((%)/ (%)
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Somit konnen wir den gesuchten Wert 7 schétzen, in dem wir den Er-
wartungswert in der Formel durch den empirischen Durchschnitt der Daten

aus n Jahren ersetzen

My(My—1)--- (My —k+1)

3,

S

Il
S
(]
—~|—
=3~z
~— | —

Il
Sl

el (3.3)

Wir wissen, dass fiir die Korrelation gilt: py = T;f__:j. Folglich kénnen wir
die Korrelation leicht schitzen durch py = 7;2%77:22

Maximum Likelihood Schitzer
Um einen Maximum Likelihood Schétzer zu realisieren, miissen wir fiir Qy

eine einfache Form (so wie Beta, Logit-Normal oder Probit-Normal) an-

nehmen. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion der Ausfallzédhler My, ...

gegeben my, ..., my, kann durch (1.3) berechnet werden, wobei wir annehmen
miissen, dass die (); in verschiedenen Jahren unabhéngig sind. Dieser Aus-
druck wird dann bzgl. der Parameter der Mixing-Verteilung (a und b bei
Beta; p und o bei Logit-Normal und Probit-Normal) maximiert.

In der Praxis ist es am Einfachsten die Beta Mixing-Verteilung zu wéhlen.
In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit, dass von den m; Firmen genau M,

Firmen zahlungsunfihig werden, gegeben durch: (”AZ) B (a+ME’g’;;;L t=M) Der

zu maximierende Likelihood hat deshalb folgende Form:

n (mt> Bla+ My, b+ my — My) (3.4)

L(a,b; data) =
(a.bdata) =] [ { B(ab)

Diesen kann man numerisch bzgl. a und b maximieren und erhélt den

gesuchten Likelihood-Schétzer.



18

Um die beiden Ansétze zu vergleichen, simulieren wir Daten von 20 Jahren
flir verschiedene Modelle. Danach schétzen wir die Parameter 7, mo und py
und errechnen den Schétzfehler fiir jeden Parameter (RRMSE). Durch A
wird der prozentuale Anstieg des Fehlers verglichen mit der besseren Meth-

ode ausgedriickt. Tabelle 8.7 zeigt die Ergebnisse.

Table 8.7.  Each part of the table relates to a block of 5000 simulations using a particular
exchangeable Bernoulli mixture model with parameter values roughly corresponding to a
particular S&P rating class. For each parameter of interest, an estimated RRMSE is tabulated
for both estimation methods: moment estimation using (8.61) and ML estimation based on the
beta model. Methods can be compared by using A, the percentage increase of the estimated
RRMSE with respect to the better method (i.e. the RRMSE minimizing method) for each
parameter. Thus, for each parameter the better method has A = 0. The table clearly shows
that MLE is better in all but one case.

Moment MLE-beta
Group  True model Parameter RRMSE A RRMSE A
CCC Beta T 0.101 0 0.101 0
CCC Beta b19) 0.202 0 0.201 0
CCC Beta 1o% 0.332 5 0.317 0
CCC  Probit-normal T 0.100 0 0.100 0
CCC  Probit-normal b3 0.205 1 0.204 0
CCC  Probit-normal oY 0.347 11 0.314 0
CCC  Logit-normal b4 0.101 0 0.101 0
CCC  Logit-normal b19) 0.209 1 0.208 0
CCC  Logit-normal PY 0.357 11 0.320 0
B Beta b 4 0.130 0 0.130 0
B Beta b15) 0.270 0 0.269 0
B Beta oy 0.396 8 0.367 0
B Probit-normal b4 0.130 0 0.130 0
B Probit-normal b)) 0.286 3 0.277 0
B Probit-normal oY 0.434 19 0.364 0
B Logit-normal T 0.131 0 0.132 0
B Logit-normal E19) 0.308 7 0.289 0
B Logit-normal oY 0.493 26 0.392 0
BB Beta b4 0.199 0 0.199 0
BB Beta b9 0.435 0 0.438 1
BB Beta oy 0.508 7 0.476 0
BB Probit-normal T 0.197 0 0.197 0
BB Probit-normal b9} 0.492 10 0.446 0
BB Probit-normal oY 0.607 27 0.480 0
BB Logit-normal b4 0.196 0 0.196 0
BB Logit-normal b15) 0.572 24 0.462 0
BB Logit-normal 5% 0.752 45 0.517 0




