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4 Pricing mit zweifach stochastischen Ausfallzeiten

4.1 Recovery Zahlungen fiir Unternehmensanleihen

Zur Notation: p1(t,T) bezeichne den Preis einer Unternehmens Nullkuponanleihe zum Zeit-
punkt ¢ mit Laufzeit T und po(¢,T) bezeichne den Preis der entsprechenden ausfallfreien
Nullkuponanleihe. Der Nominalwert dieser Anleihen sei immer eins. Die Zufallsvariable 6,
modelliere die Verlustquote.

Die folgenden drei Modelle sind oft in der Literatur zu finden:

e Das Recovery of Treasury Modell, kurz RT, wurde 1995 vorgeschlagen von Robert Jarrow
und Stuart Turnbull. Falls zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 < T ein Ausfall auftritt,
erhélt der Halter der ausgefallenen Anleihe eine Recovery Zahlung in Héhe von (1 —4,).
Zur Falligkeit T erhélt der Halter der ausfallgefahrdeten Anleihe daher die Zahlung
p1(T,T) = Itzs7y + (1 = 07)I ;<. Insbesondere fiir ein 6, = ¢ € (0,1) erhalten wir
pi(T,T) = (1 = 6) + dl(7>ry- Somit ist der Preis der Unternehmensanleihe zur Zeit
t < T gleich py(¢,T) = (1 = 0)po(t, T) + 6l r>1)-

e Im Recovery of Face Value Modell, kurz RF, erhélt der Halter der Anleihe, falls bei 7 < T
ein Ausfall auftritt, sofort zum Ausfallzeitpunkt 7 eine Recovery Zahlung in Héhe von
(1 —6;). Der Wert zur Félligkeit T' ist somit py(7,T) = I{;>1y + %I{TST}. Selbst
bei deterministischer Verlustquote 6, = 6 € (0,1) und deterministischen Zinssétzen ist
der Wert der Recovery Zahlung zur Falligkeit T' zufillig. Dies macht das Pricing der

Recovery Zahlungen bei RF schwieriger als bei RT.

e Die Annahmen des Recovery of Market Value Modells, kurz RM, wurden 1999 von Dar-
rell Duffie und Kenneth Singleton vorgebracht. Der Hauptvorteil liegt darin, dass es zu
einfachen Pricing Formeln fiir Unternehmensanleihen fiihrt. Unter RM wird angenom-
men, dass die Recovery Zahlung zur Ausfallzeit 7 < T' gegeben ist durch einen Anteil
(1—67) des Wertes der Anleihe vor dem Ausfall. Dies ist eine rekursive Definition, da der
Wert vor dem Ausfall von der Recovery Zahlung abhéngt. Trotzdem ist es unter gewis-
sen Annahmen méglich, einen spezifischen Preis fiir Unternehmensanleihen zu erhalten,

wobei Recovery unter den Annahmen von RM modelliert ist (Proposition 4.4.1).



4.2 Das Modell

Wir betrachten eine Firma deren Ausfallzeit durch eine zweifach stochastische Zufallszeit ge-
geben ist. Die 6konomische Hintergrundfiltration stellt die Informationen dar, die durch ein
arbitragefreies und vollstandiges Modell fiir nicht ausfallgefahrdete Wertpapierpreise erzeugt
worden sind. Konkreter, bezeichne mit (Q2,.%, (%), Q) einen filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum, wobei @) bereits das risikoneutrale Maf ist. Die Preise von ausfallfreien Wertpapieren,

wie etwa ausfallfreie Anleihen, sind (.%#;)-adaptierte Prozesse. Bezeichne mit (r;) den risiko-
t
losen Zinssatz, By = exp ([ s ds) modelliere das Numéraire (die risikolosen Spareinlagen).

Sei 7 die Ausfallzeit und Sei Y; = I{;<4 der dazugehdrende Ausfall-Indikatorprozess. Wir
setzen J4 = J({Ys 18 < t}) und ¥, = %; V 774,. Wir nehmen an, dass man Ausfall beobachten
kann und dass Investoren zu den in der Hintergrundfiltration (.#;) enthaltenen Informationen
Zugang haben, so dass die den Investoren zur Zeit t verfligbaren Informationen gegeben sind
durch ¢;. Wir betrachten einen Markt fiir Kreditprodukte, der liquide genug ist, dass wir den
Martingal-Modell Ansatz nutzen kénnen; wir nutzen () als Pricing Mafs fiir ausfallbedrohte
Wertpapiere. Ferner nehmen wir an, dass die Ausfallzeit 7 unter @) eine zweifach stochastische

Zufallszeit ist mit Hintergrundfiltration (.#;) und Hazardrate Prozess (7).

4.3 Pricing Formeln

Definition 4.3.1 (Vulnerable Claim und Recovery Zahlung)

Ein Vulnerable Claim ist eine #1 messbare, zugesicherte Zahlung X,

welche zum Zeitpunkt T' erfolgt, falls es keinen Ausfall gibt. Dabei entspricht XIg 7y
der eigentlichen Zahlung des Vulnerable Claims.

Eine Recovery Zahlung zum Ausfallzeitpunkt T ist von der Form Z;I; <y,

wobei Z = (Zt)i>0 ein (F)-adaptierter stochastischer Prozess ist und T die Filligkeit
der Recovery Zahlung.

Zu diesen Bausteinen ein Beispiel:

Beispiel 4.3.2 (Gefdhrdete Option)

Betrachte eine (européische) Call Option mit Ausiibungspreis K und Laufzeit T' auf einem
ausfallfreien Wertpapier (S;) und nehme an, dass dessen Emittent zahlungsunféhig sein kann.
Angenommen der Halter der Option erhélt im Falle eines Ausfalls des Emittenten zur Zeit
7 < T einen Anteil (1 — ;) des Wertes der Option zum Zeitpunkt des Ausfalls, dann kann
dies modelliert werden als eine Kombination aus dem Vulnerable Claim (St — K )+I{T>T}
und der Recovery Zahlung (1 — ;)(S, — K )+I{T§T}' Fiir den Wert des Calls gilt somit
V = (St — K)* Ipary + (1 6,)(S; — K)* Ijpery.



GemiR der Preisformel Hy = B(t)EQ(B(T)™'H | %) ,t < T, erhalten wir fiir einen beliebigen,

nichtnegativen, ¢pr messbaren Claim H:

T
H; - ¢ <exp —/TS ds | H ‘f%) (4.3.4)
t

Betrachte einen ausfallfreien Claim mit %7 messbarem Pay-Off X. Da 7 eine zweifach sto-
chastische Zufallszeit ist, niitzt uns die in (%) enthaltene zusétzliche Information iiber den
Ausfallverlauf nichts bei der Berechnung des bedingten Erwartungswerts (4.3.4) und es lasst

sich schreiben
T T

EQ<exp —/rsds X‘%)—EQ<exp —/rsds X’L%>

t t

Satz 4.3.3 (Pricing Formeln)
Angenommen T ist, unter Q, zweifach stochastisch mit Hintergrundfiltration (%)

und Hazardrate Prozess (7:) und die Zufallsvariablen
exp (— fRs ds) | X| und f|Z375| exp (— fs R, du)ds
sind m;egm'erbar bezdglz'cth Q; definiere ]%s 2= Py ar Vs-
Dann gelten die folgenden Identititen:

T
EQ (exp _ / rods | Ipsmy X (%)

t
T
:I{T>t}EQ <exp —/RS ds | X ’3}) (4.3.3.1)
t

fiir die Pricing Formel des Vulnerable Claim und

T

EQ (I{T>t} exp | — / Ts ds ZTI{TgT} ‘ gt)
t

T

:I{T>t}EQ /Zsfys exp —/Ru du | ds
t t

Fi (4.3.3.2)
fiir die Pricing Formel der Recovery Zahlung.

Beweis. Wir starten mit der Pricing Formel (4.3.3.1). Definiere die .#7 messbare Zufallsva-
T

R t

riable X := exp (— [ rs ds)X. Wir wenden Korrolar 2.8 an mit s = 7 und I't = [ v, ds und
t 0

erhalten

E?(X Ity | %) = Iy B (exp (—(Pr — Th)) X | 1)



T ¢ T ~
Aus der Relation I'r — I'y = f% ds — fys ds = fys ds und der Definition von X folgt, dass
0 0 t

~ T
exp (—(FT — Ft))X = exp (— J(rs +s) ds)X und mit Rs = rs + s schlieflich die rechte

t
Seite von (4.3.3.1).
Als néchstes betrachen wir die Pricing Formel (4.3.3.2). Mit Lemma 2.7 erhalten wir

T

EQ <I{T>t} exXp | — / Ts ds ZTI{TgT} ‘ gt)
t

E@ (I{T>t} exp (— fTs dS)ZTI{TgT} ‘ ﬂt)
4

=1
{r>t P(r >t|.7)

(4.3.4.3)

¢
Beachte, dass P(t < t | #r) =1 —exp <— [ s ds). Somit ist die bedingte Dichte von 7
0

t
gegeben Jr gleich fr7.(t) = v exp (— I s ds>. Daraus folgt
0

T

E@ <I{T>t} exp —/Ts ds | Z7l{z<1y “?T>

t

T

S S
:/exp —/ru du | Zsys exp —/%Ldu ds
t 0

t

Wir blasen die rechte Seite der Gleichung auf und bekommen

T s s t t

/exp /rudu ZsYs €XP /%Ldu exp /yudu exp /'yudu ds
0

t t 0 0

t s

T
= exp —/%du /Zs’ysexp —/Rudu ds
t

0 t

Nun verwenden wir fiir .%; C %1 die Turmeigenschaft

EQ (I{T>t} exp —/’l“s ds ZTI{TST} ‘ 9,5)
t

T

— EQ | EQ <I{T>t} exp —/rs ds | Zr Iir<my ‘(?ZT> ‘3@

t



und erhalten dadurch

T

E@ <I{r>t} exp —/rs ds | Z:Ii7<1y ‘35,5)
t
t T s
= exp —/%du E€ /Zs'ysexp —/Rudu ds ‘5‘}

0 t t

¢
wobei wir auch genutzt haben, dass P(7 >t | .Zr) = exp (— [ s ds) und
0

t
exp —/’ys ds
0

P(r>t| %) =E?P(r>t| Fr) | F)

t
da exp (— [ s ds) ZF; messbar ist.
0
Die Identitdt (4.3.3.2) folgt schlussendlich aus (4.3.4.3). O

4.4 Anwendungen

1. Credit Default Swaps (CDS)
2. Recovery of Market Value

3. Credit Spreads und Hazardraten

1. Credit Default Swaps:

Wie beim letzten Mal schon vorgestellt, sind die Prdmienzahlungen faillig zu N Zeitpunk-
ten 0 < t] < .-+ < ty. Zu einem Zeitpunkt t; vor dem Ausfall bezahlt der Sicherungsnehmer
(protection buyer) eine Pramie in Hohe von x(tx —tx—1), wobei x der Swap Spread in Prozent-
punkten ist. Falls 7 < ¢y, gibt es zudem noch eine angelaufene Pramienzahlung in Hohe von
(T — tx_1), vorausgesetzt dass tx_1 < 7 < tj. Falls also 7 < ty, leistet der Sicherungsgeber
(protection seller) die Ausfallzahlung in Hohe von ¢, an den Nehmer zum Ausfallzeitpunkt 7,
wobei die Verlustquote nun ein allgemeiner (%;)-adaptierter Prozess ist. Mit Hilfe von Satz

4.3.3 konnen wir beides bewerten. Die reguldren Pramienzahlungen stellen eine Folge von



Vulnerable Claims dar. Somit erhalten wir mittels (4.3.3.1) den fairen Preis in ¢t = 0,

N "
VPramle,l _ ZEQ <exp —/Tu du | z(tx — tk—l)l{tk<7—})
k=1 0

2%

:a:z]::(tk—tkl)EQ(exp —/Ru du )

Die angelaufenen Prémienzahlungen stellen eine Recovery Zahlung dar, wobei Z gegeben ist

N
durch Zs = = ) (s — tg—1)Ifs,  <s<t,)- Mittels (4.3.3.2) erhalten wir auch hier den fairen
k=1

Preis in ¢t = 0,
. . N tk r
yPramie,2 xZEQ / (s —tp_1)7s exp —/Ru du | ds
k=1 tho1 0

Die Ausfallzahlungen stellen ebenfalls eine Recovery Zahlung dar, diesmal mit Z; = d5 und

Falligkeit ¢p. Wir erhalten

tN ti
VAusfall — g9 / dsvs exp [ — / R, du | ds
0 0

2. Recovery of Market Value:

Proposition 4.4.1
Angenommen T ist, unter Q, zweifach stochastisch mit Hazardrate Prozess (), X ist
integrierbar und es gelten die RM-Annahmen. Dann ist der Wert-Prozess vor dem Ausfall

(Vy) eindeutig bestimmt und fir 0 <t <T gegeben durch

T
V, = E9 <exp — /rs + dsvs ds | X ‘ ﬁ}) (4.4.1.1)

Wir bemerken, dass der Claim fiir §; = 1 ein gewohnlicher Vulnerable Claim ist. Dann redu-
ziert sich (4.4.1.1) auf (4.3.3.1). Ferner ist der Claim fiir §; = 0 im Wesentlichen ausfallfrei.
Dann reduziert sich (4.4.1.1) auf die Standard Pricing Formel fiir einen Claim X in einem

ausfallfreien Wertpapier-Marktmodell.



3. Credit Spreads und Hazardraten:

Mit zweifach stochstischen Ausfallzeiten sind der risikoneutrale Hazardraten-Prozess (y4) und
der Credit Spread ausfallbedrohter Anleihen c¢(t,T) = —=—(Inp1(t,T) — Inpo(t,T)) eng
miteinander verwandt. Analytische Resultate lassen sich am einfachsten fiir den sofortigen

Credit Spread

(Inp1 (¢, T) — Inpo(t, T)) (4.4.2)
T=t

c(t, t) = %igltc(t,T) = _E;)T

ableiten. Nehmen wir 7 > t an, so dass pi(t,t) = po(t,t) = 1 gilt, erhalten wir fiir py(¢,7)
und entsprechend fiir po(t,T)

0
Inpi(t,T) = 3T
T=t

aT n(t,T) (4.4.3)

T=t

Um die Ableitung in (4.4.3) zu berechnen, miissen wir zwischen den verschiedenen Recovery
Modellen unterscheiden.

Unter RM haben wir durch Proposition 4.4.1

T

0
_ - g 2 _ Z,
5T pi(t,T) FE <8T exp /7"5 + 0575 ds ) Jt>
T=t T=t t
=1+ 0 (4-4.4)

Mit 0, = 0 bei po(t,T") und (4.4.4) ergibt sich

“aT po(t,T) =m
T=t

und folglich ¢(t,t) = ry + 6y — r¢ = 9. Der sofortige Credit Spread ist also das Produkt
aus Hazardrate und Verlustquote.

Mit analogen Berechnungen lasst sich zeigen, dass auch unter RT und RF ¢(¢,t) = &y gilt.
Allerdings unterscheidet sich der Credit Spread entsprechend der verschiedenen Recovery

Modelle fir (7" —t) > 0.

5 Affine Modelle

In den meisten Modellen, in denen Ausfall mit einer zweifach stochastischen Zufallszeit mo-
delliert wird , sind (r;) und (7;) Funktionen einer p dimensionalen Markovschen Zustands-
variable (¥;) mit Zustandsraum D C RP, so dass R; := r; + 7 von der Form R; = R(¥)
ist fiir eine Funktion R : D C R? — R,. Daher ist die natiirliche Hintergrundfiltration ge-
geben durch (%) = o({¥,: s <t}). Wir miissen also bedingte Erwartungswerte der Form



E<exp (— | R(¥ ds)g ) ‘ ﬁt> fir g : D C RP — R, berechnen. Da (¥;) ein Markov

Prozess ist, ist der bedingte Erwartungswert gegeben durch eine Funktion f(¢, ¥;) der Zeit
und des aktuellen Wertes W, der Zustandvariable. Die Funktion f lasst sich durch eine para-
bolische PDGL charakterisieren, was zu dem Ansatz fiihrt, f mit Hilfe von analytischen oder
numerischen Methoden fiir PDGL zu bestimmen. Falls (¥;) zur Klasse der affinen Sprung
Diffusionen zihlt, wobei R eine affine Funktion ist und g(3) = exp (u‘9) fiir ein u € R?, dann
hat f folgende Gestalt:

f(t, ) = exp (a(t, T) + B'(t, T)¥) (5.4)
mit deterministischen Funktionen « : [0,7] — R und B : [0,7] — RP, die durch ein (p + 1)

dimensionales GDGL System bestimmt sind, welches einfach numerisch zu 16sen ist.

5.1 Elementare Ergebnisse

Wir nehmen an, dass die Zustandsvariable ¥; die eindeutige Losung der SDGL

AU, = () dt + o (T,)dW,
e = u(¥) (Fe)dW: (5.1.3)

Ug=v €D
mit Zustandsraum D C R ist. Hierbei ist (W) eine Standard eindimensionale Brownsche
Bewegung auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, %, (%), P), p: D — R und o :
D — Ry sind stetige Funktionen. Betrachte Funktionen R, g : D — R;. Da (¥;) Markovsch
ist, gegeben der aktuelle Wert Wy, ist die zukiinftige Entwicklung (U;)s>; der Zustandsvariable

unabhéngig von .%;, und wir erhalten

<exp /R )ds | g(Ur) ( t) — f(t, W) (5.1.4)

fir eine Funktion f : [0,7] x D — R,. Das folgende Lemma liefert die oben angekiindigte

Charakterisierung fiir f. Dabei bezeichnen untere Indizes die partiellen Ableitungen.



Lemma 5.1.1 (Feynman-Kac)
Falls f einmal stetig differenzierbar in t und zweimal stetig differenzierbar in v ist, lost

f das Endwertproblem

fo+ 1) fy + 50°W) fyp = RW) S, (t,4) €[0,T) x D
f(Tﬂ/’)Zg(”éb), T/JED

(5.1.1.1)

Umgekehrt heifit das: angenommen die Funktion g ist beschrankt, R(¢¥)) > 0 V¢ € D
und f :[0,T] x D — Ry ist eine beschrinkte Losung des Endwertproblems (5.1.1.1). Sei
(Uy) eine Losung der SDGL (5.1.3). Dann gilt

T
E(exp - / R(W,) ds | g(¥r) ]%) — f(t,v,)

Die folgende Annahme garantiert, dass die Losung der PDGL (5.1.1.1) mit Endbedingung
9(¢) = exp (ur)), uyp < 0 fiir ¢ € D, von der Form (5.4) ist. Beachte, dass g = 1 fiir u = 0;

dies ist die dazugehorige Endbedingung fiir das Pricing von Nullkuponanleihen.

Annahme:

R, p und o? sind affine Funktionen von v, das heifit, es gibt Konstanten p°, p*, kO, k', h0 h!
so dass R(¢) = p* + p, u(y) = k° + k' und o?(v) = R + hivp. Fiir alle ¢ € D gilt
auferdem hO + hlvp > 0 und p° + ply > 0.

Sei T' > 0 vorgegeben. Wir versuchen eine Lésung der Form f(, 1)) = exp (a(t,T) + B(t,T)0)
mit stetig differenzierbaren Funktionen «(-,7) und S(-,T) fiir (5.1.1.1) zu finden. Wegen

f(T,) = g(¢p) = exp (up) erhalten wir sofort die Endbedingungen o(7',T') = 0 und (7, T) =

u. Auf Grund der Form von f erhalten wir
fe=(a+p0)f, fo=B8F wd fyy = B%f

wobei & und 3 die Ableitungen von o und 3 nach der Zeit ¢ sind. Unter obiger Annahme lisst

sich (5.1.1.1) nun so schreiben
L _ 1 . ,
(&+ BY)f + (K + K )BF + S (B + W) = (0" + ') f
Teilen durch f und Umformen liefert

1 . 1
G+ KB+ Sh6% = "+ (B+ KB+ Shi A% = phyy =0



Da die Gleichung fiir alle ¢ € D gelten muss, erhalten wir folgendes GDGL System:

B(tv T) = pl - klﬁ(th) - %h162(t¢T)
BI.T)=u

(5.1.5)

Oé(t, T) = pO - koﬂ(tv T) - %hOBQ(t7 T)
a(T,T)=0

(5.1.6)

Proposition 5.1.2
Angenommen es gilt obige Annahme, das GDGL System (5.1.5), (5.1.6) hat eine eindeu-
tige Losung (o, B) auf [0,T] und es gibt ein C, so dass B(t,T)y < C Vt e [0,T],v € D.

Dann st

T
E(exp —/R(\I/S) ds | exp (u¥r) ) 9}) = exp (a(t,T) + B(t, T)Wy)

Beweis. B(t,T)y < C liefert die Beschrénktheit fiir f(¢,1)) = exp (a(t,T) + B(t, T)4). Das
Ergebnis folgt aus Lemma 5.1.1. U

5.2 Die CIR Wurzel-Diffusion

In diesem Modell ist (V) gegeben durch die Losung der SGDL

AU, = k(0 — U)dt + o/ T, dW,
e = 2 e (5.2.1)

Uy = ¢ >0
mit Parametern #, 0,0 > 0 und Zustandsraum D = [0, c0). Im Sinne unserer obigen Annahme
sind die Parameter k° = s, k' = —x, h® = 0 und h! = o2. Es ist bekannt, dass (5.2.1) eine

globale Losung besitzt.
Im CIR-Modell kénnen (5.1.5) und (5.1.6) explizit gelost werden. Mit Proposition 5.1.2 haben

wir
E<exp - /T(po +pl,) ds ‘ 3@) = exp (T — 1) + B(T — t) ;)
mit t
Br) = - __ipjr(j::(; _13/1) (5.2.2)
a(r) = —p°1 + 2’22_ In (7 fzeire(’x (J; i) @) (5.2.3)

10



wobei 7 :=T —t und 7 := \/k2 + 202pl.

5.3 Erweiterungen
Ein Sprung Diffusions Modell fiir (¥;). In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass (¥;)
die eindeutige Losung der SDGL

d\I’t = /,L(\Ift)dt + O'(\I’t)th + dZt
Vo= €D

(5.3.3)

ist. Hierbei ist (Z;) ein reiner Sprung Prozess, dessen Sprungintensitit zur Zeit ¢ gleich A% (¥;)
ist fiir eine Funktion A? : D — R, und dessen Sprunghohen Verteilung die Verteilungsfunkti-
on v auf R hat. Dies bedeutet, dass, gegeben eine Trajektorie (U4(w))>0 des Faktorprozesses,
(Z;) zu den Sprungzeiten eines inhomogenen Poisson Prozesses' mit zeitvariierender Inten-
sitdt AZ(t, ;) springt; die Hohe der Spriinge hat die Verteilungsfunktion v. Wir nehmen
nun an, dass obige Annahme gilt und \? (¢) = 1 + 114 ist fiir Konstanten 19,11, so dass
M () >0 V1 € D. In diesem Fall sagen wir, dass (V) einer affinen Sprung Diffusion folgt.
Bezeichne mit o( fR ™ dv(y) € [0,00) die erweiterte Laplace-Stieltjes Transformation
von v fir z € R (mlt Deﬁnltlonsberelch R anstatt dem iiblichen Definitionsbereich [0, 00)).

Betrachte die folgende Erweiterung des GDGL Systems (5.1.5) (5.1.6):
. 1
B(LT) = p' = K'B(,T) = 5h' 826, T) = 1 (#(=B(1,T) — 1) (5.3.4)

G4 T) = p° — KOB(H, T) — %h()ﬁ?(t,T) P ((~5(t,7)) ~ 1) (5.3.5)

mit Endbedingungen S(7,7) = u fir ein v < 0 und «(7,7) = 0. Angenommen das Sy-
stem (5.3.4), (5.3.5) hat eine eindeutige Losung (o, 8) und B(¢,T)y < C Vit € [0,T],¢ €
D (fir {¥ oder I # 0 impliziert dies, dass 0(—p(t,T)) < oo Vt). Definiere ft,p) =
exp( (t,T)+ B(t, T)?/)) Dann kann mit ahnlichen Argumenten wie oben gezeigt werden,

dass E<exp <—fR ds> exp (ul7) ’ t) — f(t,w,).

Beispiel 5.3.1 (Das Modell von Darrell Duffie und Nicolae Garleanu (2001))
Die Dynamik von (V) ist gegeben durch

dV; = k(0 — U,)dt + o/ Y, dW; + dZ, (5.3.1.1)

'Die konstante Intensitiit A wird ersetzt durch eine deterministische Funktion A(-) > 0. Das Integral A(t) =

J A(s) ds wird als Intensititsmaf oder auch kumulative/zunehmende Intensitéitsfunktion bezeichnet.
0

11



mit Parametern r,0,0 > 0 und einem Sprung Prozess (Z;) mit konstanter Sprungintensitit
1 > 0 und exponentialverteilter?Sprunghdhe mit Parameter i Nach Duffie und Gérleanu
wird das Modell (5.3.1.1) auch als grundlegende affine Sprung Diffusion bezeichnet.

Als Néchstes berechnen wir die Laplace-Stieltjes Transformation 2.

D(u) = ?e—w
0

Fir u < —i bekommen wir 7(u) = co. Wir haben also alle nétigen Zutaten, um die Gleichun-
gen (5.3.4) und (5.3.5) aufzustellen. Im Falle des Modells (5.3.1.1) ist es tatsachlich moglich,
diese Gleichungen explizit zu l6sen. Allerdings ist die explizite Losung sehr lang, wir verzichten

deshalb auf Details.

Fir v > —i erhalten wir

1
14 pu

T8

dx =

o

==

Anwendung fiir Recovery Zahlungen. In einem Modell mit einer zweifach stochastischen
Ausfallzeit 7 mit risikoneutraler Hazardrate (W) ist der Preis in ¢ einer Recovery Zahlung

in Hohe von (1 — §) zur Ausfallzeit 7 geméf Satz 4.3.3 gleich

T s
(1-9)F /’y(\I/S) exp [ — / R(V,) du |ds | # (5.3.6)
t t
wobei wieder R(1) = (1)) +v(¢). Unter Verwendung des Satzes von Fubini(-Tonelli) ist dies
gleich

T s

(1 —5)/E v(¥s) exp —/R(\Ilu) du | | Z: | ds (5.3.7)

t t

Wir nehmen nun an, dass v(¢)) = 7% + 'y, dass R(v)) = p° + p'¢p und dass (¥;) gegeben
ist durch eine affine Diffusion wie oben eingefiihrt. In diesem Fall ist der Erwartungswert
in (5.3.7) gegeben durch eine Funktion F(¢,s, V), die ausgerechnet werden kann, so dass
(5.3.7) durch eindimensionale numerische Integration berechnet werden kann. Definiere fiir
0 < t < s die Funktion f(t,s,1) = exp (a(t,s) —|—,6’(t,s)¢1), wobei a(-,s) und S5(-,s) die
GDGL (5.3.4) und (5.3.5) mit Endwertbedingungen «(s,s) = f(s,s) = 0 l6sen. Bezeichne
mit 7/(z) die Ableitung der Laplace-Stieltjes Transformation von v. Dann kann man zeigen,
dass F(t,s,¢) = f(t, s,¢)(A(t, s) + B(t, s)d)), wobei A(-,s) und B(-,s) das folgende GDGL

System l6sen:
B(t,s) + k'B(t,s) + h'BB(t,s) — '/ (=B)B(t,s) = 0 (5.3.8)

A(t,s) + k°B(t,s) + h°BB(t,s) — 1°0(—B)B(t,s) = 0 (5.3.9)

2Fiir X ~ Exp(i), w > 0, ist die Dichte f(z) = iefﬁ, xz > 0, die Verteilungsfunktion F(z) = 1 — ek,

x > 0, der Erwartungswert E(X) = p und die Varianz Var(X) = p?.
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mit Endwertbedingungen A(s,s) = 7 und B(s,s) = 1. (5.3.8) und (5.3.9) kénnen wieder

direkt numerisch ausgewertet werden.

6 Bedingt unabhdngige Ausfille

6.1 Intensitatsmodelle fiir Kreditrisiko bei Portfolios

Zur Notation: Wir betrachten ein Portfolio von m Kreditnehmern mit Ausfallzeiten 7; und
Ausfall Indikatorprozessen Y;; = Yi(t) = Ifr,<yy, 1 < i < m, auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, #, P), wobei die Auslegung von P, ob physisches (= Real World) Mafs oder
risikoneutrales Maf, vom Kontext abhéngt.

In den dynamischen Portfolio Kreditrisiko Modellen ist es vorteilhaft, Uberlebensfunktionen
zu betrachten anstatt Verteilungsfunktionen. Fj(t) = P(7; > t) bezeichnet die Uberlebens-
funktion von Kreditnehmer i; F(ty,...,ty) = P(1 > t1,72 > ta, ..., Tm > ty) bezeichnet die
gemeinsame Uberlebensfunktion. Wir beschrinken uns bei unserer Analyse durchgehend auf
Modelle ohne gleichzeitige Ausfille. Dafiir bezeichnen wir die geordneten Ausfallzeiten mit
To<Ty <---<Tp,wobei Tp =0und T, =min{r; : 7 > Tp—1, 1 <i <m} firl <n<m.
Mit &, € {1,...,m} bezeichnen wir die Identitidt der Firma, die zur Zeit T, Ausfall erlei-
det, d.h. &, = 1, falls ; = T,,. Die Menge der Firmen ohne Ausfall unmittelbar nach T;, ist
Ay ={1<i<m:Y(T,) =0} ={1,...,m} \ {&,..., &} firn > 1.

Wie in den vorigen Abschnitten stellt (.#;) unsere Hintergrundfiltration dar, typischerwei-
se von einem beobachtbaren Prozess (¥;) erzeugt, der 6konomische Faktoren représentiert.
Auferdem fiihren wir die Filtrationen {J7'},1 < i < m, (54) und (%) ein mit

A =o({Yei:s<t}), =0V VA" und 9 =FVH (6.1.1)
6.2 Bedingt unabhingige Ausfallzeiten

In diesem Abschnitt diskutieren wir allgemeine mathematische Eigenschaften von Modellen
mit bedingt unabhéngigen Ausfillen. Wir starten mit einer formalen Definition von bedingt

unabhéingigen Ausfillen.
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Definition 6.2.1 (Bedingt unabhéngige, zweifach stochastische Zufallszeiten)
Seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) mit Hintergrundfiltration (%) und Zufalls-
zeiten Ty, . .., Tm gegeben. Die ; sind bedingt unabhdngige, zweifach stochastische Zufalls-

zeiten, falls

(i) jedes der T; eine zweifach stochastische Zufallszeit im Sinne von Definition 2.9 ist

mit Hintergrundfiltration (%) und (F;)-bedingtem Hazardrate-Prozess () und

(ii) die Zufallsvariablen i, . .., Tm, gegeben F o, bedingt unabhingig sind, das heifit, fir
alle t1, ..., tym > 0 haben wir

m
P(ry <t1,m <t2,...,Tm <t | Foo) = HP(Ti <t | Foo) (6.2.1.1)
=il

Konstruktion und Simulation einer bedingt unabhingigen, zweifach stochasti-
schen Zufallszeit mittels Schranken

Das folgende Lemma erweitert Lemma 2.10.

Lemma 6.2.2 .

Seien (¥,1), - -, (ye,m) positive, (Fy)-adaptierte Prozesse, so dass T'y; := [ s ds streng
0

monoton steigend und fiir jedes t > 0 endlich ist. Sei E = (E1,...,Ey,)t ein Vektor
unabhdngiger, standard exponentialverteilter Zufallsvariablen, der unabhingig von F
ist. Definiere 1; durch 1; = F;l(El) Dann sind 11, ..., Ty bedingt unabhdngige, zweifach

stochastische Zufallszeiten.

Beweis. Geméaf Lemma 2.10 ist jedes der 7; eine zweifach stochastische Zufallszeit mit (%)-
bedingten Hazardrate Prozessen (7 ;). Es bleibt die bedingte Unabhéngigkeit zu zeigen. Wir

verwenden 7; <t <= E; <I't; und bekommen

P<7—1 §t1a72§t27"-77—m§tm‘yoo>:P(E1 Srtl,hEQSFtQ,Z,---7Em§th,,m‘yoo)

L

.
Il
—

P(E; <Tyi | Foo)

P(1i < t; | Foo) (6.2.2.1)

L

.
Il
—_

(6.2.2.1) gilt, da die Zufallsvariablen I';, ; messbar sind beziiglich %, wihrend die E; gegen-
seitig unabhéngig und unabhéngig von %, sind. 0

Wie auch im univariaten Fall besitzt Lemma 6.2.2 eine Umkehrung (vgl. [1]) .
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Algorithmus 6.2.3 (Multivariate Schranken-Simulation)

Lemma 6.2.2 ist die Grundlage fiir den folgenden Simulationsalgorithmus:

(1) Erzeuge eine Trajektorie der Hazardrate Prozesse (y:;) fiir ¢ = 1,..., m. Hierbei
konnen die gleichen Methoden genutzt werden wie im univariaten Fall. Beach-
te jedoch, dass dieser Schritt fiir einen hoch dimensionalen Faktorvektor ziemlich

zeitaufwindig werden kann.

(2) Erzeuge einen Vektor E unabhéngiger, standard exponentialverteilter Zufallsvaria-

blen (der Schrankenvektor) und setze 7; = I'; 1(E;), 1 < i < m.

Rekursive Ausfallzeit Simulation

Lemma 6.2.4
Seien 7;, . . ., T bedingt unabhdngige, zweifach stochastische Zufallszeiten mit Hazardrate-
Prozessen (V,1), - - -, (Yt,m). Dann ist Ty eine zweifach stochastische Zufallszeit mit (F)-

m
bedingtem Hazardrate-Prozess 7y := Y v, t > 0.

=1

Beweis. Unter Verwendung der bedingten Unabhéngigkeit 7; erhalten wir

P(T1>t|ﬁoo):P(T1>t,’7’2>t,...,7’m>t|goo)

t

m
= Hexp —/’ysﬂ; ds
i=1

0
m t
— exp (Z _/73,1' ds )
1=1 0
t m
—exp | — / <Z%,Z) ds
0 =1

Da letzterer Ausdruck .%#; messbar ist, folgt das Ergebnis.

Proposition 6.2.5

Unter den Annahmen von Lemma 6.2.5 bekommen wir

P(&1 =i | oo Vo(T)) = 77(%) ie{l,...,m}
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Beweis. Vgl. [1]

Algorithmus 6.2.6 (Rekursive Ausfallzeit Simulation)

Dieser Algorithmus simuliert eine Umsetzung der Folge (T,,&,) bis zu einem Félligkeit-

stermin T'. Setze Ay := {1,...,m} (zur Erinnerung:
A, ={1 <i<m:Y(T,) =0} ={1,...,m} \ {&,...,&}, n > 1, ist Menge der
Firmen ohne Ausfall unmittelbar nach T,,). Definiere ;" := Zie A, Vi 0 <n <m. Dann

verfahrt der Algorithmus nach folgenden Schritten.

(1)
(2)

(3)

(5)

Erzeuge eine Trajektorie der Hazardraten Prozesse (74,).
Erzeuge 71 mit der Standard univariaten Schranken Simulation und verwende da-
bei, dass T die Hazardrate (39) hat (Lemma 6.2.4).

v (T1)
30(T1)

Bestimme &; als Realisierung einer Zufallsvariablen £ mit P(§ = i) =

(Proposition 6.2.5).

Stoppe, falls 77 > T'. Andernfalls beachte, dass fiir bedingt unabhéngige Ausféille
P(TJ > T1 +t7 .] € Al) | leglayoo)
P(rj>T, j € A1, | Th, &1, Foo)
Ti+t
=exp | — / 7t ds (6.2.6.1)

Ty

P(TQ—Tl >t | Tl’ghgoo) =

Erzeuge die Wartezeit To — T mittels univariater Schranken Simulation unter Ver-

wendung von (6.2.6.1). Bestimme &3 wie zuvor und benutze dabei, dass fiir i € A;

P(§2 :7:|T15T27£1)<g\00) - ’7

Fahre auf diese Weise fort bis T;, > T fir ein n < m oder bis alle Firmen Ausfalle

erlitten haben.

Martingal Intensitéiten

Die folgende Proposition zeigt, dass Martingal Intensitdten und Hazardraten libereinstimmen

fiir bedingt unabhéngige Ausfalle.

Proposition 6.2.7

Seien 7;, . . ., T bedingt unabhdngige, zweifach stochastische Zufallszeiten mit Hazardrate-

tAT;

Prozessen (Y1), ..., (Ye,m). Dann ist der Prozess My, := Yi; — [ ~s: ds ein (94)-
0

Martingal mit (%) wie in (6.1.1).

Beweis. Vgl. [1]
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6.3 Beispiele und Anwendungen

In den meisten Modellen mit bedingt unabhéngigen Ausfillen werden Hazardraten durch Li-
nearkombinationen unabhéngier affiner Diffusionen, moglicherweise mit Spriingen, modelliert.

Ein typisches Modell ist das folgende:

/4

Vi = Yio + Z%]"I/?]-St + \If;d, , 1<i<m. (6.3.1)

j=1
Hierbei sind (\Ili?;-St), 1<j<p,und (\Ilfll), 1 <4 < m, unabhiingige CIR Wurzel Diffusionen
oder, etwas allgemeiner, grundlegende affine Sprung Diffusionen wie in (5.3.1.1); die Faktor-
gewichte v;; sind nichtnegative Konstanten.
(YY) = ((\I»'?ft), ey (\If?;ft))t repriisentiert die systematischen Faktoren, wohingegen (¥}%)
ein spezifischer Faktor ist, der nur die Hazardrate von Kreditnehmer ¢ beeinflusst. Beachte,
dass das Gewicht des spezifischen Faktors in die Parameter fiir die Dynamik von (¥i4) mit
eingebaut werden kann, so dass wir kein zusétzliches Faktorgewicht brauchen. In diesem Ka-
pitel werden wir durchweg annehmen, dass die Hintergrundfiltration von (¥3*') und (\Ilidz),
1 <7 < m erzeugt ist. In praktischen Anwendungen des Modells wird der gegenwértige Wert
dieser Prozesse von beobachteten Preisen ausfallbedrohter Anleihen abgeleitet.
Darrell Duffie (1999) hat ein Modell der Form (6.3.1) mit p = 2 berechnet. In diesem Modell
sind alle Faktorprozesse CIR Wurzel Diffusionen, so dass deren Dynamik durch das Parame-
tertripel (k,0, o) charakterisiert ist.
In ihrer einflussreichen Fallstudie {iber das Pricing von CDO benutzen Duffie und Géarleanu
(2001) grundlegende affine Sprung Diffusionen der Form (5.3.1.1), um die Faktoren, die die
Hazardraten bestimmen, zu modellieren. Spriinge in () stellen Schocks dar, welche die Aus-
fallwahrscheinlichkeit einer Firma erhdhen. Sie betrachten ein homogenes Modell mit einem
systematischen Faktor, das heift v ; = \I/int + \Ilitfli, 1 < i < m, und nehmen an, dass die Ge-
schwindigkeit der Mean Reversion x, die Volatilitdt ¢ und die durchschnittliche Sprunghohe
1 identisch sind fiir (U3¥*") und (\Il;‘i) Man kann zeigen, dass dies impliziert, dass die Summe
Y= WP 4 U} einer grundlegenden affinen Sprung Diffusion mit Parametern r, g% 4 614,
o, (1)t + (1)1 und p folgt.

Pricing von Single-Name Kreditprodukten.

Angenommen T, ..., Ty sind bedingt unabhéngige, zweifach stochastische Zufallszeiten. Be-
trachte ein Single-Name Kreditprodukt mit Laufzeit T dessen Pay-Off H nur von dem Aus-
fallverlauf von Firma ¢ und von der Entwicklung der Preise ausfallfreier Wertpapiere ab-
hangt und dadurch %} messbar ist. Ein typisches Beispiel ist ein Vulnerable Claim der Form

H = I;,>7 X fiir eine #1 messbare Zufallsvariable X. Man kann zeigen, dass

T T
EQ(eXp /rsds H‘%i>:EQ(exp /Tsds H‘%), t<T
t t
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gilt, wobei () der F-adaptierte risikolose Momentanzins ist. Die linke Seite obiger Gleichung
stellt den Preis des Claim H in einem Einzelfirma Modell dar, bei dem die den Investoren
zur Zeit t verfiigharen Informationen durch ¢/ gegeben sind, wihrend die rechte Seite den
Preis von H in dem Portfolio Modell darstellt, bei dem die Investoren zur Zeit ¢ Zugang zur
grofleren Informationsmenge ¢ haben, die die Ausfallinformationen aller Firmen im Portfo-
lio beinhaltet. Somit bleiben die Preisformeln fiir ein Single-Name Kreditprodukt, die man
in einem Einzelfirma Modell mit einer zweifach stochastisch Ausfallzeit erhélt, wie etwa die
Pricing Formeln aus Satz 4.3.3, giiltig in einem Portfolio Modell mit bedingt unabhéngigen
Ausfallzeiten.

Auferdem konnen mit Hazardraten wie in (6.3.1) die meisten tatséchlichen Berechnungen re-
duziert werden auf ein eindimensionales Problem mit affinen Prozessen, auf das die Ergebnisse
aus Abschnitt 5 zutreffen. Als einfaches, spezielles Beispiel betrachten wir die Berechnung der
bedingten Uberlebenswahrscheinlichkeit von Kreditnehmer i. Wie erhalten aus obiger Bemer-

kung und Satz 4.3.3, dass

T

P >T|%)=P(r;, >T|¥9) = I{Ti>t}E<eXp —/’Ys,i ds ’ ft)
t

Fiir Hazardraten Prozesse der Form (6.3.1) gleicht dies

T

T
P
I{Ti>t}e7i0(Tt)E<exp —/\Ilgdl ds ‘ﬂt> HE(exp —/\Ilzf’;t ds ‘ﬂt> (6.3.2)
t J=1 t

Jede der bedingten Erwartungen in (6.3.2) konnen nun berechnet werden mit Hilfe der Er-

gebnisse fiir eindimensionale affine Modelle aus Abschnitt 5.

Ausfallkorrelation. Wie wir in Kapitel 8 gesehen haben, sind Ausfallkorrelationen (definiert
als Korrelation p(Y7,;, Y7 ), @ # j, der Ausfallindikatoren) entscheidend fiir die Flanke der
Kreditausfall Verteilung. Fiir die Berechnung der Ausfallkorrelationen in Modellen mit bedingt
unabhingigen Ausfillen ist es giinstiger mit dem Uberlebensindikator 1 — Yr; zu arbeiten.

Nach Definition der (Standard) linearen Korrelation haben wir

p(Y1i,Yr ) = p(1 =Y, 1 —Yp ;)

_ P(ry > T, >1T) — F(T)Fy(T) : (6.3.4)

(E(T)(l _ pl.(T))) : <Fj(T)(1 - Fj(T)>) ’

Fiir die gemeinsame Uberlebenswahrscheinlichkeit erhalten wir mittels bedingter Unabhin-
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gigkeit
P(ri>T,7;>T)=EP(r; >T,7; >T | Zx))

=E(P(r;>T | Zx)P(1j > T | Fx))
T
= E<eXp —/(%,i +7s,5) ds > (6.3.5)
0
Fiir Hazardraten der Form (6.3.1) kann der Ausdruck (6.3.5) auf dhnlicher Weise zerlegt
werden wie die Zerlegung (6.3.2) und kann folglich berechnet werden unter Verwendung von
unseren Ergebnissen fiir eindimensionale affine Modelle.
Es wird oft beanstandet, dass die Werte der Ausfallkorrelation, die in Modellen mit bedingter
Unabhéngigkeit erzielt werden kénnen, zu niedrig sind verglichen mit den empirischen Ausfall-
korrelationen. Da Ausfallkorrelationen eine erhebliche Auswirkung auf die durch ein Modell
erzeugte Verlustverteilung haben, diskutieren wir diesen Aspekt weiter. Als konkretes Beispiel
nutzen wir das Duffie-Garleanu Modell und nehmen an, dass (Vi) verschwindet ((¥id) = 0).

Im Duffie-Garleanu Modell konnen hohe Niveaus der Ausfallkorrelation erreicht werden, falls

T
die Varianz der Zufallsvariable I'p := [ U 4 hinreichend hoch ist. Eine hohe Varianz von
0

I'r kann erlangt werden, indem man ein hohes Niveau fiir die Volatilitit o von (¥5¥*") wihlt
oder indem man ein hohes Niveau fiir den Erwartungswert p der Sprunghohe Verteilung oder
fiir die Sprungintensitit (° wihlt.

Ein hohes Niveau fiir o schlagt sich in sehr unbestdndige Schwankungen der Credit Spreads
von Tag zu Tag nieder, die den realen Preisdaten von Anleihen widersprechen kénnten. Dies
zeigt, dass es schwierig sein kann, sehr hohe Niveaus der Ausfallkorrelation in Modellen, in
denen die Hazardraten reinen Diffusionensprozessen folgen, zu erzeugen. Im Duffie-Géarleanu
Modell kénnen wir alternativ die Haufigkeit oder Héhe der Spriinge in der Hazardrate stei-
gern, indem wir [ oder p erhdhen.

Diese zusétzliche Flexibilitat in der Modellierung von Ausfallkorrelationen ist sogar eine wich-
tige Motivation, affine Sprung Diffusionen anstatt die einfacheren CIR Modelle zu betrach-

ten.
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