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7 Copula Modelle

Copula Modelle sind in der Praxis weit verbreitet zur Preisgestaltung von
Basket Kreditderivaten und CDO Strukturen. Fiir eine bekannte Laufzeit
von ausfallbedrohten Anleihen oder CDS spreads sind sie einfach zu berech-
nen. Auferdem kénnen Sie benutzt werden um Ausfall-Ubertragung (default
contagion) zu modellieren. In diesem Abschnitt werden wir diese Modelle ein-

fihren.

Eine kurze Wiederholung der im Seminar iiber Copulas eingefiihrten Defini-

tion:

Definition 7.1
Eine d-dimensionale Copula ist eine VF auf [0,1]¢ mit standard gleich ver-
teilten Randverteilungen. Wir bezeichnen Copulas stets mit C(u) = C(uy, ..., uq)

Fiir eine Copula miissen folgende drei FEigenschaften gelten:
1. C(uq, ..., uq) ist monoton steigend in jeder Komponente.
2. C(1,...,1,u;, 1, ..., 1) = u; fiir Komponente u; € [0,1]

3. Fir alle (al, ...,ad), (bl, ...,bd) S [O, 1]d mit a; < b; gilt:
Zzzl:l Zfdzl(_l)il—i_m—i_ido(ulh7 i) udid) >0

wobei uj1 = aj und ujo = b; fir alle j € {1,...,d}.

7.1 Definition und allgemeine Eigenschaften

Um unsere Definition von Copula Modellen zu motivieren kehren wir zu-
riick zu den Modellen mit bedingt unabhéngigen Ausfillen (conditionally
independent defaults).

Nach Lemma 9.35 gilt, wenn 71, .., 7, bedingte unabhéngige doppelt sto-
chastische Zufallszeiten sind mit (F;)-angepassten Hazardraten Prozessen
(Ves1 )y ey (V¢ym ), dann kénnen wir einen Zufallsvektor E finden mit unab-
héngigen exponential verteilten Komponenten, unabhéngig von Fo., derart

dass

T, = inf{t > 0: Ftn‘ > EZ}



Das konnen wir umschreiben zu

i =inf{t > 0:1—exp(~Ty,;) > U; :=1—exp(—E;)} (1)

U = (Uy,...,Upy)! ist ein Vektor von m unabhéngigen Zufallsvariablen mit
einheitlichen Randverteilungen, so das die gemeinsame Verteilfunktion die m-
Dimensionale Unabhéngigkeitscopula (Siehe Abschnitt 5.1.2.) ist. Im Copula
Modell verallgemeinern wir diese Konstruktion und ersetzen die Unabhéan-
gigkeitscopulas durch andere Copulas. Offensichtlich erreichen wir dadurch
eine reichere Abhéngigkeits-Struktur fiir die 7; als in dem Fall von bedingt
unabhéngigen Ausfallzeiten (conditionally independent default times).

SeiU; :=1— Ui, dann kénnen wir (1) schreiben als
T, = inf{t > 0: exp(—l“t,i) < Uz}

Um im Einklang mit der vorangegangenen Literatur zu bleiben arbeiten
wir mit dieser Beschreibung der 7; und definieren Copula Modelle in Bezug
auf die Copula C von U (oder dquivalent die Uberlebenscopula C von U,
eingefithrt in Abschnitt 5.1.5).

Wir nennen C die bedingte Uberlebenscopula der Firmen ; Diese Bezeichnung

wird weiter unten gerechtfertigt.

Definition 7.2 (Copula Modell fiir Ausfallzeiten)

Seien (Vey1 ), ooy (Vesm ) nicht-negative, (Fy)-adaptierte Prozesse, so dass T'y,; <
oo fiir alle t > 0 gilt, und sei C eine m-dimensionale Copula. Dann folgen
die Zufalls-Zeiten 11, .., Tm einem Copula Modell mit Rand Hazardrate Pro-
zessen (Y, ),1 = 1,...,m, und bedingter Uberlebenscopula C, wenn es einen
m-dimenstonalen Zufallsvektor U gibt, mit U ~ C, unabhingig von Fs, SO

dass

7 =1inf{t > 0:exp(—T4,;) <U;} fir 1<i<m. (2)

Falls wir wissen wie wir die Copula C simulieren, stellt diese Definition einen
offensichtlichen Weg zur Verfiigung, ein Copula Modell fiir Ausfille zu simu-

lieren.



Um eine Realisation von 7, ..., 7, zu erhalten, erzeugen wir eine Realisation
von den Hazard-Rate Prozessen (7,1 ), ...(Vt,m ) und, unabhéngig davon, eine
Realisation vom Zufallsvektor U;

Die 7; lassen sich dann wie in (2) konstruieren. Der entscheidende Teil in der
Aufstellung eines Copula Modells ist die Wahl der Schranken-Copula C.
Niitzliche Copulas und die resultierende Copula werden im folgenden Para-
graphen besprochen. Im Augenblick erinnern wir uns blofs daran, das wir
bedingt unabhéngige Ausfallzeiten erhalten, wenn und nur wenn wir C als
die Unabhéngigkeitscopula wéhlen.

Wir sammeln jetzt einige elementare Folgerungen aus der Definition.

Sei E; := —In(1 —U;) ~ Ezp(1),

dann ergibt Lemma 9.12, zusammen mit (2) sofort, dass jedes der 7; eine
doppelt stochastische Zufalls-Zeit ist mit (F;)-bedingtem Hazardrate- Pro-
zesS (Vi )-

Folglich ist Mjy,; := Y;,; —L';(t A7;) ein Martingal bzgl. der Filtration {G!} :=
(F2) v {Hi}.

Falls C eine Unabhéngigkeitscopula ist, ist My,; kein Martignal im Bezug auf
das Filtrieren (Gy).

Zur Zeit t=0 kann die Randverteilung der 7; wie im Ein-Firmen Fall (single-
firm case) geschétzt werden . Wenn wir bedingte Erwartungen verwenden

erhalten wir

T
P(ri <T) = E(P(1i <T|Fx)) =1 - E(eXp(—/O Vs»i ds)) (3)

Insbesondere zur Zeit t=0 ist es moglich das Modell einer gegebenen Laufzeit-
Struktur von Krediten oder CDS spreads anzupassen. Man kalibriert jeden
der Rand Hazard-Rate-Prozesse (7s,; ) durch das Benutzen von Methoden
fiir den Ein-Firmen Fall.

Das ist eine wichtige Eigenschaft des Modells in praktischen Anwendungen.
Es ist jedoch anzumerken das sich fiir ¢ > o die bedingte Verteilung von 7;
bei gegebener Ausfall-Geschichte aller Schuldner im Portfolio im allgemeinen
von der bedingten Verteilung von 7;, gegeben das 7; > t ist, unterscheidet.
Das bedeutet das sich fiir t>0 die Ein-Firmen und die Portfolio Version des
Modells unterscheiden. Wir diskutieren diesen Punkt in Abschnitt 9.8.1.



Als nichstes zeigen wir das die Schrankencopula C tatsichlich die Uberle-
benscopula der 7; bedingt durch F ist.

Nach Definition haben wir
F7i|~7:oo (t) = P(TZ > t|f00) = exp(— f(]t Vsi dS)

AuRerdem ist nach (2), 7; > ¢t wenn und nur wenn U; < Fn\ Foo(t)- Wenn wir

die Unabhéngigkeit von U und F,, benutzen erhalten wir,
P(Tl >t1,...,7’m>tm‘foo) =
P(Ul < Fﬁ\foo(tl)7 ey Un < F7m|-7:oo(tm)) =

C(FT1|]:QO (tl)ﬂ "7F7m|]:oo (tm)) (4)

Nach Sklar ‘s Identitét fiir Uberlebensfunktionen ( siehe (5.13)), ist C die

bedingte Uberlebenscopula von den 7; bei gegebenem Fi.

7.1.1 Modelle mit deterministischen Hazard-Raten

Von nun an konzentrieren wir uns auf Modelle in denen die Rand Hazard-
Rate 7;(s) deterministisch ist. Da die Abhéngigkeit zwischen den 7; iiber
die Schrankencopula C eingefiihrt werden kann, erhélt man interessante Mo-
delle. Das Verstehen der Eigenschaften von Modellen mit deterministischen
Hazard-Raten ist ein wichtiger Schritt in der Analyse von allgemeineren Mo-
dellen mit stochastischer Hazard-Rate. Diese Modelle werden gewohnlich zu-
erst unter der Filtration (Qt), mit G = Foo V Hy, t > 0 studiert, fiir die die
Hazard-Raten deterministisch sind;

Preiskalkulationen bzgl. der kleineren Filtration G = F; V Hy, t > 0 verwen-
den den Lehrsatz von wiederholten bedingten Erwartungen (theorem of ite-
rated conditional expectations). Mit deterministischen Rand-Hazard-Raten
7i(t), sind die Ausfall-Zeiten 7; unabhéngig von der Hintergrundfiltration
(F1), und wir kénnen unsere Aufmerksamkeit auf die Filtration H; richten,
welche durch die Ausfall-Indikatoren erzeugt wird. Aufserdem stimmen in
diesem Fall die bedingte Uberlebensfunktion in Bezug auf Fo, und die un-
bedingte Uberlebensfunktion offensichtlich {iberein.

Wir haben Fi(t) = F, £ (t) = exp(=T(t)).

Folglich ergibt Beziehung (4):



Fi(t1, tm) = C(F1(t1), ooy Fy(tm)) (5)

t t
= Clep(= [ (s)ds)rean(= [ 7(s)ds) (6)
Beziehung (5) zeigt, dass mit deterministischen Hazard-Raten die bedingte
Uberlebenscopula C die Uberlebenscopula der Ausfall-Zeiten (default times)
ist.
Beziehung (6) zeigt wie diese Copula und die Rand-Hazard-Raten die ge-
meinsame Uberlebensfunktion der Ausfall-Zeiten bestimmen.
Wir werden beide Beziehungen spéter héufig verwenden. Vom mathema-
tischen Standpunkt aus macht es keinen Unterschied, ob wir die Copula
und Rand-Hazard-Raten oder die gemeinsame Uberlebensfunktion F' direkt
angeben, denn jede gemeinsame Uberlebens-Funktion F mit absolut steti-
ger Randverteilung hat eine einzigartige Darstellung der Form (6) (setze
7:(t) = —(0/0t)In F;(t) und definiere C durch das benutzen von Sklar s
Identitit fiir Uberlebens-Funktionen). Wenn wir mathematische Ergebnisse
ableiten, werden wir aus diesem Grund direkt mit F arbeiten. Abschliefend
noch ein Wort der Warnung: In Modellen mit stochastischer Hazard-Rate,
sind die unbedingte Uberlebenscopula von (7, ..., 7, ) und die bedingte Uber-
lebenscopula (gegeben F,) unterschiedlich; In Modellen mit bedingten un-
abhéngigen Ausfillen aber abhéngigen Prozessen der Hazard-Rate ist zum
Beispiel die bedingte Uberlebenscopula (gegeben F,,) die Unabhingigkeits-
copula, aber (11, ...7,) ist offensichtlich kein Vektor von unabhéngigen Zu-

fallsvariablen.

7.1.2 Statische Version

Es ist interessant Copula Modelle mit den in Abschnitt 8.3 betrachteten
statischen Schranken (treshold) Modellen zu verbinden. Fixiere einen Ho-
rizont T > 0. Y7; = 1 wenn 7; < T und offensichtlich folgt dann Y7 ei-
nem Schranken Modell im Sinne von Definition 8.4 mit kritischen Variablen
X = (11, ..,7m) und Ausfall Schranke T. Nach (5) gleicht die Uberlebensco-
pula von (71, .., 7,) C; Falls C radial symmetrisch ist(siehe Definition 5.1.3)



ist C ebenfalls eine Copula von (71, .., 7).

7.1.3 Kalibrierung.

Die Kalibrierung eines Copula Modells mit deterministischen Rand-Hazard-
Raten um die Preiskalkulation zu bewerten geht in zwei Schritten weiter.
Risikoneutrale Rand-Hazard-Raten werden durch eine gegebene Frist-Struktur
von Kredit-Spreads, von defaultable bonds oder CDS- Spreads kalibriert (wie
beschrieben in Abschnitt 9.3.3.). Wenn der Markt fiir mit einem Portfolio-
verbunden Kredit Derivat liquid ist, konnen die Parameter der Schranken-
Copula C zu den beobachteten Preisen dieser Produkte kalibriert werden.
Sonst, kalibriert man normalerweise die Copula zu Schitzungen der Ausfall-
Korrelation iiber die Laufzeit der zu bewertenden Produkte. Solche Schitzun-
gen werden entweder erhalten durch das Benutzen von Anlagekorrelationen
(asset correlations) in Verbindung mit der Multivariaten Version des Mo-
dells von Merton (in Abschnitt 8.2.4) oder iiber eines der statistischen Ver-
fahren (beschrieben in Abschnitt 8.6). Es wird in dieser Anndherung impli-
zit angenommen das Risiko-Neutrale und Historische Ausfall-Korrelationen
gleich sind, was eine starke Annahme ist. Wenn wir ein Copula Modell unter
dem wirklichen Wahrscheinlichkeitsmaf$ kalibrieren, werden Hazard-Raten zu
Schéatzungen von Historischen-Ausfall- Wahrscheinlichkeiten kalibriert. Pa-
rameter der Copula werden wieder zu Schétzungen von Historischen Ausfall-

Korrelationen kalibriert.

7.2 Faktor Copula Modelle

In diesem Abschnitt betrachten wir Modelle in denen der Schranken-Vektor
U eine bedingte Unabhangigkeits-Struktur hat (im Sinne von Definition
8.18), d.h. es existiert ein p-dimensionaler Zufalls Vektor V, mit p < m,
so das , bedingt durch V, die U; unabhéngig sind. Diese Modelle werden
manchmal Faktor Copula Modelle genannt. Unter der Annahme, dass 7;(t)
deterministische Rand-Hazard-Raten sind, erhalten wir mit (2) und der be-

dingten Abhéngigkeit der U; (bei gegebenem V) dass



E(H P(U; < Fy(ty)|V)) (7)

Fr v (t|V) gibt die bedingte Uberlebensfunktion der 7; bei gegebenem V=v

an und nach Konstruktion gilt dann
Fn\V(t‘V) = P(UZ < Fl(t)]V = U).

Also

F(ty, ooortm) = E([ Fryv (t:1V)) (8)
=1

7.2.1 Algorithmus: Simulation von Faktor Copula Modellen

(1) Erzeugen einer Realisierung von V.

(2) Erzeuge unabhéingige rvs 7; mit df 1 — F,y (¢{V), 1<i<m.

Um eine Folge (T,,,&,), T, < T von Ausfall-Zeiten bis zu einem Falligkeits-
termin zu erzeugen, kénnte man Algorithmus 9.3.8 verwenden

Die wichtigen Stichprobenverfahren Techniken die in Abschnitt 8.5 im Zu-
sammenhang mit statischen Bernoulli Mixture Modellen diskutiert wurden,
kénnen verwendet werden um die Leistung dieses Algorithmus zu verbes-
sern . Diese Techniken sind teilweise niitzlich um einen Handel mit seltenen-
Ereignissen zu simulieren, so wie beispielsweise in der Preisgestaltung von
CDO-Tranchen mit hohen Sympathie Werten. Auf den ersten Blick wirken
die mathematische Struktur von Faktor Copula Modellen und die Struktur
von Modellen mit bedingt unabhéngigen Ausfillen (conditionally indepen-
dent defaults) &hnlich. Insbesondere sind die statischen Versionen von bei-
den Modell-Klassen Bernoulli Mixture Modelle. Der Unterschied der Modell-
Klassen liegt in der Art wie Informationen mit der Zeit Kapitalanlegern mit-

geteilt werden, das fithrt zu vollig unterschiedlichem dynamischen Verhalten .



In dem Modell mit bedingten unabhdngigen Ausfdillen (conditional indepen-
dent defaults) ist der Wirtschaftsfaktor-Prozess (U;), (F;)-adaptiert, das be-
deutet das der gegenwartige Wert den Kapitalanlegern zur Zeit t bekannt
ist. Also befordert ein Ausfall-Ereignis keine Zusatzinformationen, die helfen

kénnten, den Verzug anderer Schuldner vorauszusagen.

Beim Faktor Copula Modell nimmt man dagegen an das die Schranke (thres-
hold) U und die Schwéche (frailty) V unbeobachtbar sind. Da die Ausfall
Wahrscheinlichkeiten von V abhéngen, beférdern Ausfall Informationen, wie
z.Bsp. die Nachricht dass ein bestimmter Schuldner j zu einem bestimmten
Zeitpunkt t in Verzug geraten ist, Zusatzinformationen iiber die Verteilung
von V. Die Uberlebenswahrscheinlichkeit der verbliebenen Schuldner verin-
dert sich, weil sie als der Durchschnitt der bedingten Uberlebensfunktion
FTi|V(t|’U) unter Beriicksichtigung der bedingten Verteilung von V, bei gege-
bener Ausfall-Geschichte (default History) H; berechnet wird. Das Aktuali-
sieren der Verteilung des unbeobachtbaren Zufallsvektors V kann zur Ausfall-

Ubertragung fiihren, dies wird spiter ausfiihrlicher besprochen (9.8.2).

Dieser Vergleich zwischen Faktor Copula Modellen und Modellen mit beding-
ten unabhéngigen Ausfillen zeigt uns das dynamische Modelle eine viel gro-
fsere Struktur besitzen als statische Modelle. Offensichtlich kann jede steti-
ge multivariate Verteilung mit p-dimensionaler bedingter Unabhéngigkeitss-

truktur benutzt werden um ein Faktor Copula Modell zu konstruieren.

Beispiel 7.3 (Ein-Faktor Gauss Copula)

Faktor Copula Modelle die auf einer Gauss Copula Cga basieren werden in
der Praxis haufig verwendet. Die statische Version dieser Modelle entspricht
den bekannten CreditMetrics/KMV-type Modellen die in Beispiel 8.6 be-
sprochen wurden. Hier berechnen wir die bedingten Uberlebensfunktionen
fiir den Ein-Faktor Fall.

Sei X; = \/piV + /1 — pie;, mit p € (0,1)

und V,(€;)1<i<m seien unabhéngig identisch standart-normal verteilte Zu-
fallsvariablen (iid standard normal rvs),

dann ist X ~ N, (0, P), und das (i,j)-te Element von P ist gegeben durch

Dij = \/PiPj-



Setze U; = ®(X;), d.h. U ~ C§e.

Die bedingte Uberlebensfunktion ist einfach zu berechnen.

Mit d;(t) := ®~(F;(t)), erhalten wir das

Fryv(tlo) = P(U; < BV = v) = Pl < (dit) = yBiV)/VI= BV = v)
das fithrt uns zu

Fryv(tlo) = ((di(t) — /piv)/ (VT = i)

Folglich:

F(ty, . tm) = 1/@/}1{]'[@((@(@)— Piv) /1= pie " 2dv (9)
=1

Dieser Ausdruck kann durch eindimensionale numerische Integration berech-
net werden. In der Anwendung eines Ein-Faktor Gauss Copula Modells zur
Preiskalkulation eines Portfolio Kredit Derivates wird hdufig angenommen
das p; = p fiir alle i ist. In diesem Fall wird die abhéngige Struktur des Mo-
dells durch den einzelnen Parameter p geregelt, die Copula von (71, .., 7p,) ist
austauschbar und p = corr(X;, X;). Diese Eigenschaft macht die austausch-
bare (exchangeable) Version des Ein-Faktor Gauss Copula Modells populér

in der praktischen Anwendung.

8 Ausfall-Ubertragung in Intensitits-Modellen

In diesem Abschnitt werden wir die Ausfall-Ubertragung in Intensitéits-Modellen
diskutieren. Wir beginnen mit einer detaillierten Analyse von Ausfall-Ubertragung

in allgemeinen Modellen fiir die abhéangigen Ausfille (defaults).

8.1 Ausfall-Ubertragung und Ausfall-Abhingigkeit

Martingal-Intensitdten

Wir beginnen mit einem allgemeinem Resultat welches die Martingal- Ausfall-
Intensitdten von abhingigen Ausfall-Zeiten charakterisiert. Wie wir schon
frither gesehen haben, als wir die Martingal Eigenschaften von stochastischen
Prozessen diskutierten, miissen wir bzgl. der Informationen die den Investo-
ren zur Verfiigung stehen genau sein, oder mathematisch ausgedriickt, bzgl.
der Filtration die wir benutzen. Hier nehmen wir an das Investoren nur Zu-

gang zur Ausfall-Geschichte von Firmen aus dem Portfolio haben die gepriift
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wurden, d.h. das wir an den Martingal Eigenschaften interessiert sind unter
Beriicksichtigung der inneren Filtration (H;) die in (9.50) eingefiihrt wurde.
‘H: kann beschrieben werden durch

He=0({(Th, &n) : Tn < t}),

die Folge (T},,&n), T, < t gibt eine alternative Beschreibung der Ausfall-
Geschichte bis zur Zeit t.

Durch Hr,, bezeichnen wir die o-Algebra von Ereignissen die bis dahin er-
kennbar sind, einschlieflich der n-ten Ausfall-Zeit T;,,

dh Hp, = o({(T},&) : 1 < j < n}). (Das stimmt mit der abstrakten
Definition der o-Algebra fiir beobachtbare Ereignisse bis zu einer bestimmten

Zeit tiberein)

Theorem 8.1

Betrachte die Ausfall-Zeiten 11, ..., Ty, und Hy bezeichne die zugehdrige innere
Filtration.

Angenommen, dass es fir jedes 0 <n <m — 1 und jedes i € {1,...,m} eine
Zufallsfunktion ggn) :Q xRy — Ry gibt, die messbar ist unter Berticksich-
tigung der Produkt o-Algebra Hr, @ B(Ry), und derart das

s

P(Tpir — Ty < 8, 6np1 = i[Hrp, ) (W) = / 0" (w, u)du, 1 < i <m (10)
0

Dann ist die Martingal-Ausfall-Intensitit von (Yi;) unter Bericksichtigung
von (H:) gegeben durch

i) = (04" (w,t = T))/(P(Togr > tHp, ) (@), T < t < Tpiz (1)

Auf den Beweis dieses Resultates wird an dieser Stelle verzichtet.

Anmerkung

(n)

Die wesentliche Voraussetzung der Zufallsfunktion g, ist einfach, dass die

Funktions-Form von gz(n) (w,-) nur von der Ausfall-Geschichte Hr;,, abhéngt.
Es kann gezeigt werden, dass (10) immer erfiillt ist, falls der Vektor (71, ..7,)
eine gemeinsame Dichte zuléft.

Die Form (11) fir die Martingal-Intensitét ist sehr natiirlich. Wenn Inves-
toren nur vergangene und gegenwértige Ausfille beobachten, erhalten Sie

wichtige neue Informationen nur zu den Zeitpunkten 73 (w), ...., Ty (w). Also
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erwarten wir, dass sich die Martingal-Ausfall-Intensitét (A ;) von eine Firma
i € A, (eine iiberlebende Firma) auf deterministische Art fur t € (T}, T 11]
entwickelt und sich mit der zufalligen Ankunft von neuen Informationen bei
T,41 verdndert. Aukerdem ist es moglich einen anderen Ausdruck fiir (As;)
herzuleiten.

Wenn wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (fundamen-
tal theorem of calculus) und (10) verwenden, erhalten wir fir ¢ € [T},, T, 41)
und beliebiges n<m,

9" (w,t = T) = lim § [77 " 6" (w,u)du

= lim 5 P(Toy1 € (¢ + b, &nin = il ) (@)

Also erhalten wir fiir eine iiberlebende Firma i € A,,, wenn wir (11) benutzen

1
)\t,z’ = }ILIH%) EP(TZ <t+ h’{Tj >t fiir alle j € An};HTn> (12)

In dieser Form erkennt man das zur Zeit t € [T},, T;,+1) die Ausfall-Information
von ‘Hr, und

B :={1; > t, fiir alle j € A,} abhéngt.

Wenn wir mit F,p, (T) := P(r; > T|H;) die bedingte Uberlebenswahr-
scheinlichkeit von Firma i bei gegebener Ausfall-Geschichte bis zum Zeit-

punkt t bezeichnen, erhalten wir fur {m; > t}

o1 0 _
M = lim - P(r St +h|Hy) = —oplr—e oy, (T) (13)

D.h. wir erhalten, wenn wir die Ausfall-Geschichte fiir alle Firmen im Port-
folio bis zur Zeit t kennen, durch A;; sofort die bedingte Wahrscheinlichkeit
das eine noch tiberlebende Firma i € A, zur Zeit t in Verzug (default) ge-
rat. Wir werden gleich zeigen, wie FTilHt durch Ausdriicke von Ableitungen

der unbedingten Uberlebensfunktion von (7y, ..., 7,,,) dargestellt werden kann.

Bedingte Uberlebensfunktionen
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Sei T, <t < Tpqq fiir 0 <n <m — 1. Wir wollen die bedingte Uberlebens-
funktion Fant fiir irgendeine Firma ¢ € A,, berechnen. Um die Notation
zu vereinfachen setzten wir eine Permutation der Indices voraus und zwar
derart das AS = {1,...,n} und A4,, = {n + 1,...,m}, d.h. die Firmen die in
Verzug sind stimmen mit den ersten n Firmen iiberein.

Setze 71 = (71, ..., 7o)t und 72 = (Tni1,y oo, Tim)"

Als Zwischenschritt betrachten wir an (t1, ..., tm—n|T1), die bedingte Uber-
lebensfunktion der letzten m —n Firmen, bei gegebenem Vektor der Ausfall-
Zeiten der ersten n Firmen.

Wir erhalten das folgende Lemma:

Lemma 8.2

Angenommen der Vektor (71, ...,Tm) besitzt eine Dichte. Dann gilt

an =
_ 7}7(7’1 vy Tl yeee tm_n)
_ Btl"'at’n ’ ) ’ ’ ’
FTQ‘Tl (tl, ceey tmfn"rl, ceey Tn) = F(le.ﬂ_n’07.‘.’0)

871
Bty Otn

Beweisskizze:

Die gemeinsame Dichte von (71, ..,7,,) war gegeben durch (—1)7"%.
Also folgt das Resultat aus der Formel fiir bedingte Dichte (Kapitel 3), fiir
die bedingte Dichte von 7 bei gegebenem 71. Wir lassen die Details aus.
Abschlieend wenden wir uns der bedingten Uberlebensfunktion FTi|Ht Zu.
Zur Zeit t bestehen die Ausfall Informationen aus dem Vektor 71 der Aus-
fall Zeiten der Firmen von AS und B := {7 > t}. Also erhalten wir fiir
i€{n+1,..,m} und T > t, wenn wir die Definition fiir bedingte elemen-

tare Erwartungen (elementary conditional expectation) und voriges Lemma

verwenden
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FTi|Ht(T) = P(TZ' > T|B,7‘1) =

P(Ti > T,TQ > t|7‘1)

P(TQ > t|7’1)
o™ n
mF(Tl,...,Tn,t,...,T,...,t) (14)
i (71, oy T by oty )

Wenn wir (13) und (14) kombinieren kénnen wir Martingal Ausfall-Intensitéten
durch Ausdriicke der unbedingten Uberlebensfunktion von (71, ...,7,,) cha-

rakterisieren.

Korollar 8.3
Angenommen der Zufallsvektor (T1,..,Tm) hat eine Dichte. Sei T,, < t <
Tot1; 0 < n < m, und angenommen AS, = {1,...,n}. Dann entspricht die

Martingal Ausfall-Intensitit von Firma i € A, unter Beriicksichtigung von

(Ht)

8n+1 —

A — 31, oty L (T Tty t)
i — = am =

’ Btl"'atn F(T17...7Tn7t,...,t)

Anwendungen auf Kreditrisikoreiche Wertpapiere

Es ist interessant die Implikation unserer allgemeinen Resultate fiir Martingal

Intensitédten fiir die Preisgestaltung von Kredit -Risikoreichen Wertpapie-
ren zu untersuchen. An die Literatur angepasst benutzen wir die Metho-
de zur Modellierung vom Martingal und nehmen an das unter dem Risiko-
Neutralem Maft Q, das benutzt wird fiir die Preisgestaltung der Ausfall-
Zeiten, 7, ..., T, einem Copula Modells mit deterministischen Hazard Raten
Y1(t), ..., Y (t) und Uberlebenscopula C folgen. Auierdem nehmen wir an das
die risk-free short rate r(¢t) > 0 deterministisch ist. B(t) = exp(f(fr(s)ds)
bezeichnet das Verzugs-freie Sparkonto (default free savings account).

Wir beginnen mit dem Problem der Preisgestaltung eines first-to-default
swap. Wir betrachten einen &hnlichen Vertrag wie in Abschnitt 9.6.3. Die
Préamien passen zu den Zeiten 0 < t; < .... < ty =71 , unter der Vorausset-
zung das bis jetzt kein Ausfall eingetreten ist; Wenn 71 < T und , auflerdem,

& =i gibt es eine Ausfall-Zahlung, geeignet fiir die Konstante [;.
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Unter diesen Vorausetzungen gleicht der Wert der Ausfall-Zahlung zur Zeit
t=0

V&J::;ahEQcBwﬂ‘?&n:n}ﬁnSTﬂ~

Wenn wir durch 7; bedingen, erhalten wir fiir einen einzelnen Ausdruck dieser

Summe

EQ(B(r) Mipymry Irery) = Jif BO)'Q(7; = Ti|7i = t) fi(t)dt

und f;(t) ist die Rand-Dichte von ;.
Jetzt ergibt Lemma 9.48
Q(Ti = T1|Ti = t) = Q(Tj > t fiir alle j # i|7‘i = t) = — /_1 6F(t, ...,t),
und wir erhalten
m —
ydef — _ lei fOTB(t)_l‘g—f(t, ., b)dt.
1=

Wenn F | oder dquivalent, die Schrankencopula C in geschlossener Form
bekannt ist, kann man dies direkt durch eindimensionale (numerische) Inte-
gration berechnen.

Nach Definition war Q(T; > t) = F(tn, ..., tn)

Folglich ist der Wert in t=0 der Prdmienzahlungen (angenommen ein allge-

meiner Swap Spread x) gegeben durch

yprem — x % B(tp) Yty — tn1)F(tn, ..., tn).

Als néichstés: %)etrachten wir das Verhiltnis zwischen den unmittelbaren Kre-
dit Spreads und Martingal-Intensitéten. Wir bezeichnen mit py ;(¢t,7") den
Preis von einer Nullkuponanleihe [keine laufenden Zinszahlungen, nur eine
einmalige Auszahlung am Ende der Laufzeit| mit Laufzeit T, ausgegeben von
Firma i, und nehmen an, dass die Recovery Rate dieses Bond gleich 0 ist.

Folglich ist der Preis dieser bond zur Zeit t < 7; gegeben durch

T
mﬁjpwm@[r@@mm>ﬂm) (15)

so das der Kredit Spread [Der Kredit Spread ist ein Renditezuschlag, den
Investoren bei einer Anlage in Ausfallrisiko behaftete Unternehmensanleihen

erhalten| gegeben ist durch
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Ci(t,T) = *1/(T — t) th(TZ' > T|Ht)

Da Q(1; > t|/H;) = 1 fir {t < 7} (nach (13)), ist der unmittelbare Kredit
Spread
¢i(t) = %Hnt ¢i(t,T) gegeben durch

Ci(t,T) = _%‘T:t In Q(TZ > T|Ht) = —%‘T:tQ(Ti > T"Ht) = )\t,i-

D.h. die Martingal Ausfall-Intensitit (martingale default intensity) von 7;
unter dem gleichwertigen Martingal Maf Q entspricht dem unmittelbaren
Kredit Spread einer zero-recovery bond ausgegeben von Firma i.

In Abschnitt 9.7.1 haben wir gezeigt, dass zur Zeit t=0 Formeln zur Preisge-
staltung fiir single-name Produkte in einem Portfolio Modell giiltig bleiben.
Wir haben ebenfalls erwadhnt, dass das zur Zeit t>0 nicht mehr wahr ist.
Jetzt betrachten wir diese Tatsache genauer.

Betrachten wir eine Firmen Nullcoupananleihe (corporate zero-coupon bond)
mit Null Riickgewinn (zero recovery). Nach (15), ist der Preis dieses Wert-
papiers zur Zeit t>0 gegeben durch die diskontierte bedingte Uberlebens-
wahrscheinlichkeit von der Firma bei gegebener Ausfall-Geschichte von allen
Schuldnern bis zur Zeit t. In einem Ein-Firmen Modell (single-firm) haben

wir andererseits

p1i(t,T) = I {7~y exp(— ftTT(S)dS)Q(Tz' > Tl|r > t)

,d.h. der Preis der bond gleicht der diskontierten bedingten Uberlebenswahr-
scheinlichkeit von Firma i wenn nur die eigene Ausfall-Geschichte bekannt ist.
Diese zwei bedingten Uberlebens-Wahrscheinlichkeiten unterscheiden sich im
allgemeinen fiir t>0.

Mathematisch gesehen ist die Formel aus (15) zwar korrekt, entspricht aber
nicht dem Weg auf dem von Praktikern ein Copula Modell benutzt wird.
Hergeleitet aus (15) fixieren wir in ¢y = 0 ein Modell fiir die gemeinsame
Verteilung von (71, ...,7), ein Modell mit konstanten Hazard-Raten und
einer Clayton Uberlebens Copula mit Parameter y; Zur Zeit T} > 0 setzen
wir einen Preis fiir die bond fest indem wir die bedingte Verteilung dieses

Modells benutzen bei gegebener Ausfall-Geschichte Hy,
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Praktiker verfahren anders. Zur Zeit ¢; kalibrieren Sie ein neues Modell, in
unserem Fall wieder ein Clayton Copula Modell aber mit Parameter 6; (der
sich von 6y unterscheiden kann), zu den in ¢; verfiigharen Marktinformatio-
nen und benutzen das neue Modell um einen Preis fiir die bond festzusetzen.
Im Allgemeinen fiihren beide Methoden zu verschiedenen Verteilungen fiir
die Ausfall-Zeiten von Uberlebenden Firmen und folglich zu verschiedenen

Preisen.

8.2 Auf Informationen basierende Ausfall-Ubertragung

Ausfall-Ubertragung in Copula Modellen kann der Tatsache zugeschrieben
werden, das Informationen iiber die Ausfall-Geschichte die bedingte Ver-
teilung des unbeobachtbaren Faktor-Vektor V dndern. In diesem Abschnitt
machen wir die Behauptung prézise und berechnen die bedingte Verteilung
von V bei gegebener Ausfall-Geschichte bis einschliefslich zur Zeit t. Wir
nehmen iiberall an, das die bedingte Verteilung von 7; bei gegebenem V die
Dichte

Frv V) = =5 E v (tV)

hat.

Um die Ausfiihrung zu vereinfachen nehmen wir weiter an, dass V die Dichte
gv(v) hat. Mit gy|3, (v) bezeichnen wir die bedingte Dichte von V gegeben
H.

Berechnung von gy3, (v):
Wir beginnen mit dem Fall ¢ < T7. Wir benutzen die Definition fiir einfache
bedingte Erwartungen (elementary conditional expectation) und erhalten fiir

A C RP das

PV eAT >t)= ﬁ Ja 5% Erypy (to) gy (v)do

Fiir t < T ist die bedingte Dichte von V, bekanntem H;, gegeben durch

mE (i
i) = g o < (16
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Jetzt wechseln wir zu dem Fall ¢ € [T1,73). In einem Zwischenschritt bestim-
men wir die bedingte Dichte gy, (v|7;). Die Formel fiir die bedingte Dichte
(3.2) ergibt:

(v] ;) = Fw(mllgv @) frv(zlv)
W = T i lgv@de — ()

und f;(¢) ist die unbedingte Dichte von 7;. Um die Notation méglichst einfach

gv (v) (17)

zu halten nehmen wir wie im vorherigen Abschnitt an das & = 1. Fir ¢ €
[T7,T3) bestehen Ausfall-Informationen deshalb aus der Ausfall Zeit 71 und
aus B :={1; >t,2<j <m}
Nun erhalten wir fiir A C RP:

172 Frjv (o)

P(V € A|B,m) = PUEAI00in) — f s e g, (vl )dw

und
P(B|m1) = [go(IT]2g Fry v (t0) gy jr, (v] 1) dv
Also

I By () fryv (7 fv) .
ovir(v) = P(B|n) f1(m1) gv(v);

t € [11,13) (18)

Fiir T > T, kann die bedingte Dichte gy, (v|7;) analog bestimmt werden.
Wir lassen die Details aus. Fiir Modelle mit Clayton Schrankencopula kon-

nen explizite Ausdriicke fiir gy, (v|7;) gegeben werden.

Martingal Ausfall-Intensitéten

In Faktor Copula Modellen kénnen wir eine intuitive Erklarung fiir die Dyna-
mik von Martingal Ausfall-Intensitédten geben. Wir nehmen fiir diesen Mo-
ment an das der Faktor Vektor V beobachtbar ist, und damit das die fiir
Investoren verfiigbare Information gegeben ist durch die kiinstliche Filtrati-
on Hy = H;Vo(V), t > 0. Da die 7; bedingt unabhéngig sind, bei gegebenem
V, folgt nach Proposition 9.39, das die Martingal-Intensitét von 7; unter Be-
riicksichtigung der Filtration (H;) gegeben ist durch
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N(tV) = fr (tV)/ Eryy (8]V)

Auferdem wissen wir das die Martingal-Intensitdt von 7; unter Beriicksich-
tigung der inneren Filtration (H;) durch Projektion berechnet werden kann,
d.h.

i = BEQ(t[V)[Hy)
(betrachte zum Beispiel Theorem 14 in Kapitel 2)

Also erhalten wir

{Ti\V(t‘v)

)\t ;=
! re Fr v (t|v)

9V |He(v)dv (19)

8.3 Interacting Intensities (sich beeinflussende Intensititen)

In Copula Modellen ist die abhéngige Struktur der Ausfall-Zeiten von au-
fsen festgelegt (exogenously specified);Die Form der resultierenden Ausfall-
Ansteckung kann dann vom Modell einfach berechnet werden.

In Modellen mit sich gegenseitig beeinflussenden Intensitéten ist andererseits
die Auswirkung von Ausfillen auf die Ausfall-Intensitéiten von Uberleben-
den Firmen exogen festgelegt; Die gemeinsame Verteilung der Ausfall-Zeiten
wird dann endogen hergeleitet. Dies fiihrt zu einer sehr intuitiven Parametri-
sierung des Ausfallrisikos und der Ausfall Abhéngigkeit. Der grofite Nachteil
von Modellen mit sich beeinflussenden Intensitdten ist die Tatsache, dass
die Randverteilung von einzelnen Ausfall Zeiten typischerweise nicht in ge-
schlossener Form vorhanden ist, so ist die Kalibration des Modells zu Ausfall
bedrohten Term-Struktur Daten weiter entwickelt als in Copula Modellen.
In Modellen mit sich beeinflussenden Intensitaten ist die Martingal Ausfall-
Intensitdt von Firma i, gehdrend zu einem gegebenen Portfolio, gegeben
durch eine von aufien festgelegte Funktion A;(t,Y;:), abhéngig von der Zeit
und dem aktuellen Zustand Y; des Portfolios. Die Abhéngigkeit vom ak-
tuellen Zustand des Portfolios ist die wesentliche Neuheit dieses Modells.
Dadurch kann das Ausfallrisiko explizit modelliert werden. Sei beispielsweise
angenommen das Firma i eine kommerzielle Bank und Firma j ein Haupt-

Kreditnehmer von Bank i ist, dann erwarten wir das sich die bedingte Aus-
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fallwahrscheinlichkeit von Firma i erhoht falls Firma j in Verzug (Ausfall) ge-
rat. Das kann man modellieren wenn man A;(¢,y) = ao(t) + aﬂ(t)l{yjzl}(y)
fiir nicht-negative und begrenzte Funktionen a;p,a;1 : [0,00) — Ry nimmt.
Das Modell léfst sich einfach erweitern fiir stochastische Ausfall-Intensitdten
der Form \;(U,,Y;) fiir einige beobachtbare Hintergrund Prozesse (¥,).

Es ist praktisch den Ausfall-Indikator-Prozess (Y;) in einem Modell mit sich
beeinflussenden Intensitéten, wie etwa eine time-inhomogeneous continuous-
time Markov Kette zu modellieren. Auf diese Weise kénnen die rechnerischen
Werkzeuge der Theorie von Markov-Ketten fiir die Analyse und Simulation
des Modells benutzt werden. Wir sammeln einige wesentliche Fakten iiber

continuous-time Markov Ketten.

Markov Ketten in stetiger Zeit (continuous-time Markov chains)

Eine Zeit-Inhomogene Markov Kette in stetiger Zeit (X;) auf einem Zu-
standsraum S ist charakterisiert durch nicht-negative und begrenzte Uber-
gangsfunktionen (transition rate functions)

Mt ,x,y),z,y € S,z # y,t > 0 mit folgender Interpretation. Sei ¢ > 0 fest
und setze T := inf{s : X; # X;}, d.h. T gibt die Zeit des ersten Sprunges
auf der Kette nach der Zeit t. Definiere fiir x € S,

At z,x) = =30 cg e ML, 2,y), 1 >0

und definiere durch ‘H; := o({Xs : s < t}) die natiirliche Filtration der
Kette.
Dann gilt

P(T > s|Hy) = P(T > 5| X,) = el‘p(/ Mo, Xo, XO)du),s > ¢ (20)
t

In dem speziellen Fall von Zeit-Homogenen Markov-Ketten in denen die
Ubergangs-Funktionen (transition rate functions) von der Zeit unabhiingig
sind, bei gegebenem H;, bezeichnet (T-t) die Wartezeit bis zum néchsten
Sprung nach der Zeit t und diese ist Exp(—A(X¢, X)) verteilt. Aufserdem

haben wir fiir y € S und T wie zuvor
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P(Xr =y[He, T) = —NT, Xi, y) /MT, X¢, X¢) (21)

Falls die Kette einen Sprung zur Zeit t macht, ist die Wahrscheinlichkeit des
springens in einen besonderen Zustand y proportional zu der Ubergangsra-
te A\(t, Xy—,y), in der X;_ den Zustand der Kette sofort vor dem Sprung
bezeichnet.

Als niichstes fiihren wir den Generator Gy, t > 0, der Kette (Xr) ein. Fiir
festes t bildet der Generator Gy fiir jede Funktion f : S — R eine neue
Funktion Gy f : S — R durch

Guflx)= > Atz,y)(fy) - f(x) (22)

yESyF#x
Aus einer Reihe von Griinden ist der Generator ist ein sehr niitzliches ma-
thematisches Objekt . Einer davon ist der, das fiir irgendwelche f : S — R,

der Prozess

t
M= (X —/0 Gigf(Xs)ds,t >0 (23)

ein (H;)-Martingal ist. Ein zweiter Grund ist das, wie weiter unten erklért,
der Generator in den Kolmogrov Gleichungen erscheint, einem System von

ODEs, die die Ubergangswahrscheinlichkeit der Kette (X;) charakterisieren.

Konstruktion von (interacting intensities) aufeinander wirkenden Intensitd-
ten durch Markov Ketten

Jetzt wenden wir uns der formalen Konstruktion von Modellen mit interac-
ting intensities zu.

Setze S := {0,1}" und definiere , fir y € S und ¢ € {1,...,m}, den Zu-
stand 3 durch y; = y; fir j € {1,...,m} und 3! = 1 —y;, dh. y* wird
konstruiert aus y durch flippen der i-ten Koordinate. Es seien gegeben, fiir
1 <4 < m, nicht-negative und begrenzte Funktionen \; : [0,00) x S — R (
die candidate martingale default intensities ), dann definieren wir den Aus-
fall Indikator-Prozess (Y;) als eine Zeit-inhomogene Markov-Kette in stetiger

Zeit mit Zustandsraum S und Ubergangsraten
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Iy—opNi(t,y)  falls x=y* fiir ein i € {1,...,m}
ALy, x) =

0 sonst

(24)

(24) impliziert das die Kette nur zu den benachbarten Zustéinden Y} springen
kann, die sich vom gegenwértigen Zustand Y; durch genau einen Ausfall
(default) unterscheiden; Insbesondere gibt es keine gemeinsamen Ausfélle (Es
fallen keine zwei oder mehr Firmen zur selben Zeit aus). Falls Y; 5, = 0 ist, ist
die Wahrscheinlichkeit das Firma i im kleinen Zeit Intervall [¢, ¢+ h) ausfallt
, d.h. die Wahrscheinlichkeit des Springens zum benachbarten Zustand Y} in
[t,t + h), ungefdhr gleich mit h\;(¢,Y?).

Der Generator von (Y;) ist gegeben durch

Gy f(w) 2}%,@A@wuuwﬁ—f@wxyes (25)

=1

Die Definition von (Y;) weist darauf hin das (A;(¢,Y;)) die Martingal Ausfall
Intensitéat (martingale default intensity) von Firma i ist.

Wenn wir (23) verwenden ist ein formaler Beweis einfach.
Sei fi(y) = yi,dann ist Yy ; = fi(Yy) und Gy fi(y) = Ly,—oyNi(t, y)
Folglich

Yii— [T Ni(s,Ys)ds = Y — [3 G fi(Ys)ds

ist ein Martingal nach (23).
Ubergangsfunktionen und Kolmogorov Gleichungen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten (transition probabilities) der Kette (Y;)
sind gegeben durch

p(t,s,x,y) =PYs=ylYr=2), z,yeSl, 0<t<s<oo (26)
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Es ist weiterhin bekannt das die Funktion p(¢, s, z, y) den Kolmogorov back-
ward and forward equations geniigt. Diese Gleichungen sind sehr niitzli-
che numerische Werkzeuge in der Analyse dieses Modells. Die backward
equation ist ein System von ODEs (gewohnliche DGLen) fiir die Funktion
(t,x) — p(t,s,x,y),0 <t < s;sund y werden als Parameter betrachtet.
Die allgemeine Form der Gleichung ist (9/0t)p(t, s, x,y)+Gp(t, s, 7, y) = 0,
mit Endbedingung p(s, s, z,y) = I{y3(x). In unserem Modell fiihrt dies zu
dem folgenden System von ODE “s:

ptsay) LM (1 g )Ni(t,2)(p(t, 5, 20, y) — p(t, 5,3,7)) = 0

Die forward equation ist ein System gewohnlicher DGLen fir die Funktion
(s,y) — p(t,s,z,y),s > t, welches durch den angrenzenden Operator G
des Generators G|y geregelt wird. Fiir kleines m, ist das System gewdhnli-
cher DGLen, das der Kolmogorov backward (und forward) Gleichung ent-
spricht einfach numerisch zu 16sen. Da die Kardinalitiat vom Zustandsraum
#S = 2™ ist, sind fiir grofe m die Kolmogorov Gleichungen nicht niitzlich.
Ein Modell mit interacting intensities ist einfach zu simulieren wenn man
eine Variante von Algorithmus 9.38 benutzt. Alternativ kann man die Grofe
vom Zustandsraum reduzieren indem man ein Modell mit einer homogenen

Gruppen Struktur betrachtet, wie weiter unter erklart wird.

Modelle fiir die Ausfall-Intensitdit

Die Funktionen \;(t,y) sind ein wesentlicher Bestandteil in einigen Model-
len mit sich gegenseitig beeinflussenden Intensitéten. Deshalb diskutieren
wir mehrere Spezifikationen die in der Literatur empfohlen werden. Jarrow
und Yu (2001) studierten ein Modell mit stochastischem Hintergrund Pro-
zess (WUy), aber beschriankten sich auf eine spezielle Form von sich gegen-
seitig beeinflussenden Intensitéten (interacting intensities) genannt primary-
secondary framework. In diesem System werden Firmen in zwei Klassen auf-
geteilt: Primére und Sekundére. Die Ausfall-Intensitéit von Priméren Firmen
hangt nur von (¥;) ab; Die Ausfall-Intensitéit von secundéren Firmen héngt
von (¥;) und dem Verzugs-Stand der priméren Firmen ab. Diese vereinfachte
Annahme erleichtert die mathematische Analyse des Modells. Unten stellen
wir ein konkretes Beispiel aus ihrem Paper vor. Wir erlauben m=2 und iden-

tifizieren (W) mit der short rate of interest (r;). Die Verzug-Intensitdten sind
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dann gegeben durch

A1(re, Ye) = a0 + anrry und Ao(re, Yz) = azo + a2t + aznlyy, —1

Unternehmen eins ist eine primére Firma und Unternehmen zwei ist eine se-
cundére Firma. Ein typisches Szenario fiir das primary-secondary framework
ist das folgende.

Primére Firmen stimmen mit grofen Gesellschaften (corporations) tiberein;
Sekundére Firmen stimmen mit kommerziellen Banken iiberein, welche ei-
ne wesentliche Kreditaufnahme zu den priméren Firmen haben. Unter dem
primary-secondary framework kénnen Modelle in denen der Ausfall von Fir-
ma i, die Ausfall-Intensitdt von Firma i (i # j) beeinfluft, und umgekehrt,

nicht modelliert werden

Yu(2005b) analysierte ein Modell in dem sich das ganze Portfolio an dem
”erhohtem Risiko Zustand (enhanced risk state)” nach dem ersten Ausfall

beteiligt. Es werden Ausfall-Intensitdten der Form

Ai(t,Yy) =ag+ all{yﬁﬁo}, 1€ {1, ...,m}, ag,a; >0 (27)

benutzt. Also springt die Ausfall-Intensitdt der iiberlebenden Firmen zur
ersten Ausfallzeit T} von ag auf ag + a1. Die Voraussetzung von identischen
Ausfall-Intensitaten fiir alle Firmen impliziert das das Portfolio homogen ist,
d.h. das die Ausfall-Zeiten (71, ..., 7;,,) austauschbar sind. Yu legte nahe, das
fiir ein Portfolio von hochwertigen Krediten, ag ~ 1% und a; ~ 0.1% ei-
ne angemessene Folge von Grofsenordnungen fiir die Modell Parameter ist
. Simulationsstudien iiber die er in seinem Paper berichtet zeigen das das
Modell in der Lage sein konnte sichere Eigenschaften von Kredit Spreads im

Markt von européischen Telekom Bonds zu erklaren.

Frey und Backhaus (2004) studierten ein Modell in dem die Ausfall-Intensitét
einer gegebenen Firma, vom gesamten Anteil von Unternehmen die bisher

in Verzug geraten sind, abhingt. Die homogene-Portfolio Version von dem
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Modell kann folgendermafien beschrieben werden. Bezeichne das Verhéltnis

von Ausgefallenen-Unternehmen im Zustand y durch

m(y):=1/m> y; firy €S
i=1

Dann gilt:

Ailt, Y:) = h(t, m(Yz)) (28)

fiir irgendeine begrenzte Funktion h : Ry x [0,1] — Ry die in ihrem zwei-
ten Argument steigend ist. Diese Art von Zusammenspiel zwischen Ausfall-
Intensitdten macht sofort Sinn: Wenn eine Finanz-Institution eine ungewthn-
lich hohe Anzahl von Verlusten in ihrem Darlehen-Portfolio verbuchen mufs-
te, ist es weniger Wahrscheinlich das Kredit zusagen erweitert werden wenn
ein anderer Schuldner in finanzielle Bedréngnis gerdt. Offensichtlich hebt das
die Ausfall-Wahrscheinlichkeit der verbliebenen Schuldner. Eine ungewthn-
lich kleine Anzahl von Ausfillen kénnte einen negativen Einfluss auf das
gesamte Geschéaftsklima haben. Vom mathematischen Standpunkt aus sind,
wenn wir annehmen das die Ausfall-Zeiten (71, ..., 74, ) austauschbar sind, die
Ausfall-Intensitéten notwendigerweise von der Form (28). Zum Beispiel sind
die Ausfall-Intensitéten im homogenen Modell (27) von der Form (28) mit
h(t, 1) = ao + ar1lg>oy-
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