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1 Leistungspflicht und Zahlungsstrome

In diesem Kapitel fithren wir die Idee der Zahlungsvorgénge ein und untersu-
chen, wie der marktwirtschaftliche Aufbau durch garantierte Zahlungen und
nicht-garantierte, also zuféllige Zahlungen, beeinflusst wird.

Die Zahlungsvorgéinge sind die Elemente der Gesamtzahlungsstrome in ei-
nem Versicherungsvertrag. In unserem Beispiel also folgende: 4 dN(s) ,
b*(t)I(n) , —mI(s)ds und (b*(n) — b*(t))I(n).

Die erste Aufgabe in Verbindung mit einer prézisen Beschreibung der Zah-
lungsstrome ist, die stochastischen Phdnomene, wovon die Schadenanforde-
rung abhéngt, zu identifizieren. Fiir bestimmte elementare Versicherungen
spielt der Todeszeitpunkt eine wichtige Rolle. Es erweist sich als niitzlich,
einen stochastischen Prozess Z einzufiihren, der auf dem stochastischen To-
deszeitpunkt basiert. Der Todeszeitpunkt wird durch die Wahrscheinlich-
keitsverteilung eines Zahlprozesses N modelliert, beispielsweise iiber die Ein-
fithrung einer deterministischen Intensitit p.

Um Schadenforderungen zu formalisieren fithren wir einen Zahlungsprozess
B ein, sodass B(t) die kumulierten Zahlungen des Versicherers an den Ver-
sicherten in der Zeitspanne [0,¢] widerspiegelt. D.h. dass Zahlungen vom
Versicherten an das Unternehmen als negative Zahlungen auftreten. Wir ge-
ben die Zahlungen in stetiger Zeit an, obwohl sie praktisch gesehen diskret
sind, z.B. jeweils zu Beginn eines Monats. Wir setzen n als Zeithorizont des
Versicherungsvertrags fest und kénnen dann die Schadenforderungen durch

den Zahlungsprozess ausdriicken:

B(t) = /0 dB(s) (1)
wobei
dB(t) = b* AN (t) 4 b*(t)I(t)de(t, n) — wI(t) dt. (2)

Hier ist €(t,n) ein Indikatorprozess fiir ¢ > n. Durch die Integration in der
ersten Gleichung werden die infinitesimalen Anderungen dB aufsummiert,
wobei anschliekend die Elemente dieser Anderungen aufgelistet sind.

Der Prozess Z dient dazu, eine Anzahl elementarer Schadenforderungen in

der Lebens- und Pensionsversicherung genau zu beschreiben. Allerdings gibt



es viele Félle die durch solch einen Prozess nicht beschrieben werden kon-
nen. Ein Beispiel ist die Prdmienbefreiung. Diese und andere Formen von
Berufsunfahigkeitsversicherungen kénnen beschrieben werden durch die Er-
weiterung des Zustandsraums von Z mit einem dritten Zustand, ndmlich
“unfihig”.

Nach dem Zusammenfassen der Schadenforderungen in einen Zahlungspro-
zess suchen wir nach dem aktuellen Wert und dem Marktwert des Zahlungs-
prozesses. Durch das No-Arbitrage-Prinzip erhalten wir, dass der aktuelle
Wert die Summe der aktuellen Werte der Einzelelemente ist. Der aktuelle
Wert eines Zahlungsprozesses B(t) zur Zeit ¢ iiber das Zeitintervall (¢,n] ist
also [["e” I dB(s).

Bezieht man nun noch das Prinzip der Risikostreuung (=Diversifikation, sie-
he Seite 24) mit ein, so erhalten wir folgendes Ergebnis fiir den Marktwert

zur Zeit t eines Zahlungsprozesses:

E, [/tn e Jir dB(s)].

1.1 Die marktwirtschaftliche Leistungspflicht

In diesem Abschnitt betrachten wir den Zahlungsprozess in seiner markt-
wirtschaftlichen Zusammensetzung der Verbindlichkeiten. Wir bezeichnen
mit B(t,:) den zur Zeit t garantierten Zahlungsstrom. Fiir s > ¢ erhalten

dB(t,s) = —mI(s)ds+b™ dN(s)+b(t)I(s) de(s,n), (3)
Ve(t) = E {/n e i dB(t, s)} : (4)

Dementsprechend bezeichnet BP(t,-) den nicht garantierten Zahlungsstrom

zur Zeit t und es gilt

dB (t,5) = (b*(s) — b*(£))1(s) de(s,n), (5)
VPt = B / el anh(,s)). (6)

Die Differenz V*(t) — V() hat ihre Ursache in den kumulierten Sicherheits-

margen in den garantierten Zahlungen, bezeichnet mit C(¢,-), so dass fiir



s>t gilt
dC(t,s) = I(s)c(t,s) ds, (7)

Vi) - VED) = B /t "t lirac, 9] (8)

Wir erinnern daran, dass dadurch das individuelle Pramienpotential erzeugt
wird, sofern U(t) > V*(t) > V (¢).

Wir beenden dieses Kapitel, indem wir uns nochmal die vorgeschlagene De-
finition des individuellen Bonuspotentials angucken (fiir U(t) > V*(t)). Na~
tiirlich gelten folgende Ungleichungen:

vib) = (Et[/tneff’“dcz(t,s)])+

< Et[(/tne_ftSTdC(t, 9)']

< Et[/tn e i dct, s)}

Hierbei konnen die letzten beiden Gleichungen als alternative Definitionen
der ersten angesehen werden. Die Definitionen stimmen iiberein, sofern c(¢, )
fiir alle s entweder positiv oder negativ ist. Die Definitionen des individuellen
Bonuspotentials konnten durch genauere Beschreibung der Verwendung der

Sicherheitsmargen prézisiert werden.

2 Die Riickkauf-Option

2.1 Intensititsbasierte Bewertung von Riickkauf-Optionen

Wir benutzen erneut ein Markov-Modell mit drei Zustédnden (d.h. der Pro-
zess ist durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem Zustand i in
einen anderen Zustand j gekennzeichnet). Der Zustand “Riickkauf” wird zur
Zeit t erreicht mit der Riickkauf-Intensitdt v und fiihrt zur Zahlung einer
Riickkaufpréamie G(t). Dies fiihrt zur folgenden Differentialgleichung, wobei

Vs die gesamten Riickstellungen beinhaltet:

SV = V) - a0 — V) — ) — V)

VS (n) = b3(n)



Wir fordern einen expliziten Ausdruck fiir die Riickkauf-Option, z.B. V3% —
V. Dann kann gezeigt werden, dass die zusatzliche Reserve geschrieben wer-

den kann als
VER(E) = V() = /tn e Ty (5)(G(s) — V(5)) ds (9)

Die Berechnung beinhaltet die zukiinftigen Werte von G und V' nach Rech-
nungsgrundlagen zweiter Ordnung. Wir betrachten den Fall, dass der Riick-
kaufwert der technischen Reserve gleicht. Sei zundchst V(t) < V*(¢), d.h.

X(t) < 0. Dann konnen wir zeigen, dass

VEE() = V() < (V) = V(6)p(t) (10)
gilt, wobei

p(t) = /tn e ftS”l/(s) ds. (11)
Falls jedoch V(t) > V*(t), d.h. X(¢t) > 0 so gilt

V() =V (t) <0 (12)
Zusammengenommen erhalten wir also folgende Ungleichung;:

VI V() = /t " e I TR () (V (5) — V(s)) ds < 0.
Daraus folgern wir mit den Rechnungsgrundlagen 2. Ordnung

V() = V(1) < max {p(t) (G (1) — V (1)), 0}.
2.2 Interventions-basierte Bewertung von Riickkauf-Optio-

nen

Wir beriicksichtigen nun, dass der Versicherte von seiner Riickkauf-Option
Gebrauch macht, sofern es sich fiir ihn lohnt. Ein Problem bei dieser Sicht-
weise ist, dass es historisch nur sehr selten optimal war, eine Versicherung
zuriick zu kaufen. Andererseits liegt dies auch gar nicht im Interesse der
Versicherungsunternehmen, weshalb sich diese vor systematischem Riickkauf
schiitzen. Der Versicherte soll nun sofort zuriickkaufen, sobald er daraus einen

Vorteil ziehen kann.



Betrachte einen allgemeinen Zahlungsprozess B. Mit Riickkauf-Option liefert
uns das No-Arbitrage-Prinzip den Marktwert als

Vo (1) = max Et[ / el dB(s) + e I TI(r)G(7)], (13)

t<t<n t

wobei wir G(n) = 0 setzen. Hier ist 7 der Zeitpunkt des Riickkaufs. Offen-
sichtlich muss der Versicherte den Riickkauf zur Zeit ¢ entscheiden aufgrund
der bis dahin verfiigharen Informationen. Man konnte sich die Information
zur Zeit t als o -Algebra A; denken. Demnach gilt Vs <t also A; C A;. Der
Informationsfluss wird also durch eine Filtration beschrieben. Man spricht
bei 7 deshalb auch von einer Stoppzeit.

Wir definieren den Prozess YSW (¢, u) durch
YUt ) = / e~ 5T AB(s) + e~ T I (W) G(u). (14)
t

Also ist Y™ (¢, u) der aktuelle Wert der Zahlungen an den Versicherten in-

klusive Riickkaufpramie gegeben dem Riickkauf zum Zeitpunkt u.

Korollar 2.1 1. Sofern V(t) > G(t) fir alle t ist es optimal, nicht zu-
rickzukaufen und es gilt VS (t) = V(1).

2. Falls YS™(t,u) ein Submartingal ist, ist es nie optimal zurickzukaufen.
Es gilt VU (t) =V (¢).

3. Falls Y3 (t,u) ein Supermartingal ist, ist es optimal sofort zuriickzu-
kaufen und wir haben VS (t) = G(t).

Die Aufgabe ist nun, gegeben einen Wert des Gesamtzahlungsprozesses, diese
gesamten Riickstellungen in Riickstellungen fiir garantierte Zahlungen V&%
und fiir nicht-garantierte Zahlungen V%% zu unterteilen. Eine Moglichkeit

ist folgende:

Vg,Sur(t) — max ]Et |:/T o ftsr dB(t, S) + e ftT TI(T)G(ta 7_)

t<t<n ¢

Hierbei wird dann V% als Differenz V% — V&S betrachtet. G(t,7) ist
der Riickkaufwert zur Zeit 7 gegeben dass keine Dividenden in (¢, 7] ausge-

schiittet werden. Wir fithren den Prozess Y®5" (¢, u) wie folgt ein:



yESE (g ) = /T e~ i T dB(t,5) + e K TI(T)G(t, 7) (15)
t

Damit ist Y& (¢,u) genau der aktuelle Wert der garantierten Zahlungen

gegeben dass der Vertrag zum Zeitpunkt u zuriickgekauft wird.

Lemma 2.2
Nehme an, dass G(t,u) = V*(t,u). Dann kann Y& (t,u) folgendermafen

umgeschrieben werden:

Yg,sur(t, U,) — V*(t) _ /“ e ftSTI(S)C(t, 8) ds + Msur<t, 'LL), (16)

wobei M5 (t, s) ein Martingal ist.
Korollar 2.3 1. Fiir c(t,s) > 0 gilt V&S (t) = V*(¢).
2. Falls c(t,s) <0, so folgt Y& (t,u) = V&(t).

Beweis. Im ersten Fall biifst der Versicherte die zukiinftigen positiven Sicher-
heitsmargen ein, wenn er den Vertrag beibehélt. Dies wird durch sofortigen
Riickkauf verhindert, sodass die garantierten Zahlungen den Riickkaufwert
annehmen. Im zweiten Fall macht der Versicherungsnehmer maximalen Ge-
winn, wenn er die Police bis zum Schluss behélt, also nehmen die garantierten

Zahlungen denselben Wert an wie ohne Riickkaufoption. |

2.3 Marktwirtschaftliche Verbindlichkeiten

Es gelten folgende Beziehungen fiir das individuelle Bonuspotential:

Vb = max(V*, V9) — VI < VESU _ V9, (17)

mit G(t,u) = V*(t,u). Nach Korollar 2.3 haben wir Gleichheit mit der alten
Definition, sofern c(t, s) entweder positiv oder negativ fiir alle s ist. In der
letzten Ungleichung wird eine alternative Definition vorgeschlagen, die nicht

von der Dividendenverteilung abhéngt.



3 Pramienfreie Versicherungsoptionen

3.1 Eine einfache pramienfreie Policenbewertung

Ausgangspunkt zur Bewertung von beitragsfreien Vertragsoptionen ist wie-
der ein Modell mit drei Zustédnden, und zwar ,lebend mit Pramienzahlung",
ybeitragsfreie Police und der Zustand ,tot“. Wir fithren jedoch keine Inten-
sitdt zur beitragsfreien Police ein wie im vorangegangen Kapitel zur Riick-

kaufoption. Dort galt
n

V() — VI(t) = /t e~ Jirtre(t, s) ds. (18)
Ein Teil der Sicherheitsmargen in den garantierten Zahlungen wird gedeckt
durch zukiinftige Prémien. Jedoch sollten wir dann bei der beitragsfreien
Police auch eine Reserve anlegen fiir die auf diesen Pramien basierende Di-
vidende.
Die Leistungspflicht bzgl. Dividenden aus den zukiinftigen Pramien ist gege-
ben durch das Bonuspotential eines Vertrags mit Pramien 7 und Anzahlung
Null zur Zeit t. Wir berechnen nun dieses Bonuspotential, indem wir die Lei-

stungen des ausgegebenen Vertrags untersuchen. Wir halten uns an folgende

Notation:
V() = AL g 0 (O By (19)
VIt(@) = 0MAL ey + 0 (O nt B (20)

Der obere Index + kennzeichnet, dass hier nur Leistungen einbezogen wur-

den. Damit konnen wir die Lebensrenten a und a, ;= wie folgt

in=|
umschreiben:
. V() = V()
Qptin—t| = - (21)
VIt(t) - VE(t)
Uyt - : (22)

Die Anzahl Einheiten von garantierten Leistungen, 3(t), die zur Zeit ¢ aus
den zukiinftigen Pramien erbracht werden kénnen, werden durch das Aqui-

valenzprinzip festgelegt:



B (AL, g + 0 (Ot Epsy) = 705, oy (23)

wodurch sich fiir 4(t) ergibt

V() — V*(t
oty - L0V

(24)

Zuvor hatten wir schon gesehen, dass das Bonuspotential eines Versiche-
rungsvertrags zur Zeit der Emission dem negativen Marktwert der garan-
tierten Leistungen gleicht, die im Vertrag vereinbart wurden. Das Bonuspo-

tential der neuen Versicherung ist gegeben durch

—B() (badAachﬂ\ + 0 (On-tEat) + Mo ttn—1|»

das wir umschreiben koénnen zu

V(L) - VI (L)

V*+(t) B Vg(t>' (25)

Dies soll nun unser Wert fiir eine pramienfreie Option werden.

Dieser Wert muss zum Marktwert der garantierten Leistungen addiert wer-
den, um schlieflich den Wert der garantierten Zahlungen inklusive Option
zur pramienfreien Police zu erhalten. Damit haben wir erreicht:

V() - VI ()

(—V*(t) LAAO. v Vi), (26)

V) Vg(t)) + VE(t) =

Wir wollen das individuelle Bonuspotential zerlegen in ein Potential V"P
basierend auf den Pramien und V°f der pramienfreien Police. Wir betrachten

die Situation
v>vr>vi>ve

Dann kann VP = V* — V& zerlegt werden in

yib — by ybp

= (V' =VH+ (vi-ve).



Der Marktwert von garantierten Zahlungen eines Vertrags, ausgestellt zur
Zeit t, kann auch ausgedriickt werden durch die Marktwerte der Sicherheits-
margen. Allerdings kann eine Situation entstehen, wo diese negativ sind. Da
diese dann nicht als Dividenden verteilt werden kénnen, wird das Bonuspo-

tential auf Null gesetzt. Damit gilt also:

VPP — max(VE, V) — ve, (27)

Wir kénnen zu jeder Zeit unter Beriicksichtigung aller méglichen Beziehun-
gen zwischen V, V*, VI und V& die Bonuspotentiale folgendermafen aus-
driicken:

v = (v-vEe (Vf—vg)+)+ ~(v-vE— (v _vg)+>+

v = V—Vg—(V—vg—(vf—vg)*)+

3.2 Interventionsbasierte Bewertung der pramienfreien Ver-

tragsoption

Wir behandeln nun die pramienfreie Vertragsoption genau so wie zuvor schon
die Riickkaufoption im vorangegangenen Kapitel. Der Versicherte wechselt
auch hier in die pramienfreie Police, wenn es sich fiir ihn lohnt. Unser An-
satz ist nicht frei von Kritik. So gibt es keinerlei historische Beweise fiir
eine Situation, wo die Umwandlung in eine pramienfreie Police optimal war.
Und auch hier wiirde das Versicherungsunternehmen durch z.B. zusatzliche
Kosten die systematische Umwandlung unattraktiv machen (kénnen). Wir
nehmen an, dass der Versicherte sofort umwandelt, sobald es fiir ihn einen
Vorteil darstellt.

Wir betrachten einen allgemeinen Zahlungsprozess B. Bei der Einfiihrung der
pramienfreien Vertragsoption liefert ein Arbitrageargument den Marktwert

inklusive unserer Option:

viee(t) = max Et[ /t Tl dB(s) + e J T 1(n) (Vi) + XT(7)].

t<t<n

Hier entspricht V7 genau unserem V5" wenn man die Riickkaufpramie G(t)

durch die Reserve V(7)+ X! (7) ersetzt. 7 ist der Zeitpunkt der Umwandlung
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bzw. das Vertragsende, je nachdem was zuerst auftritt. Der Versicherte muss
offensichtlich iiber eine Umwandlung mit der ihm bis dahin zur Verfiigung
stehenden Information entscheiden. Damit ist 7 Stoppzeit. Der Wert X/ (7)
ist die unverteilte Reserve bei Umwandlung.

Wir wollen VIT€€(¢) genauer untersuchen und fiihren deshalb den Prozess

yiee(s y) = /t Ll dB(s) + e J¢ T I(w)(Vi(u) + X (u)) (28)

ein, wobei

‘/*(t) .‘/94*(t)

Vi) = )

(29)

Hier ist Y"*¢(¢, u) eine Funktion von u, namlich der Wert aller Zahlungen an
den Versicherten, inklusive Leistungspflicht und nicht garantierte Leistungen

ab Umwandlung gegeben dass die Umwandlung zum Zeitpunkt u passiert.

Korollar 3.1 1. Falls V(t) > Vi(t) + X!(t) fiir alle t, so ist es optimal

nie umzuwandeln und es gilt Voo (t) = V (t).

2. Fulls Yfree(t,u) ein Submartingal ist, so ist es niemals optimal umzu-
wandeln und es gilt ebenfalls Ve (t) = V(¢).

3. Falls Yfree(t, u) ein Supermartingal ist, so ist es optimal, sofort umzu-
wandeln und es gilt Vree(t) = Vi(t) + X(t).

Gegeben einen Wert des gesamten Zahlungsprozesses wollen wir diesen nun
unterteilen in eine Reserve fiir die garantierten Zahlungen, V&% und eine

Reserve fiir die nicht garantierten, V>, Wir machen folgende Definition:

ngree(t) = max Et[/ e~ o dB(t, S) +e I TI(T)Vf(t7T) )
t

t<t<n
wobei

V*(t,7) - VIt (t,T)
V*t(t,7)

Vit r) =

Dann kénnen wir VPfree als Differenz Viree — y&free angetzen.
Bei der pramienfreien Police haben wir aufserdem ganz analog zur Riickkauf-

Option folgendes Resultat:
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Korollar 3.2 1. Sofern V(t) > Vi(t) + X'(¢) fir alle t ist es optimal,

niemals umzuwandeln und es gilt VIT(t) = V (t).

2. Falls Y (t,u) ein Submartingal ist, ist es nie optimal umzuwandeln.

Es gilt Ve (t) = V(t).

3. Falls Yfree(t, w) ein Supermartingal ist, ist es optimal sofort umzuwan-
deln und wir haben VIee(t) = Vi) + XI(t).

Fiir ndhere Informationen sei u.a. auf das Buch ,On Valuation and Control

in Life and Pension Insurance” von Mogens Steffensen, 2002, verwiesen.



