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1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir einen deterministischen Zinssatz betrachten und die Mog-
lichkeit der Investition in Aktien einfithren. Dabei betrachten wir die Gesamtreserven

einschlieflich der Reserven fiir garantierte Zahlungen.

Die Gesamtreserve in Verbindung mit einem Lebensversicherungsvertrag kann unter be-
stimmten Bedingungen einfach riickwirkend berechnet werden. Die Bedingung ist, dass
die aufgezinste Gesamtreserve, am Ende der Laufzeit, gleich der gesamten Auszahlungs-
rente ist. Wir betrachten die Arten von Versicherungen, bei denen der Uberschuss in der
technischen Reserve angesammelt ist. Die Bedingung ist hier, dass die nicht ausgeschiit-

tete Reserve (Gesamtreserve minus technische Reserve) am Ende der Laufzeit Null ist.

Wir werden nun Investitionsmoglichkeiten in so genanntes risikobehaftetes Vermogen
(Aktien) einfithren und die daraus resultierenden Konsequenzen fiir die Gesamtreserve

untersuchen.

Das kollektive Bonuspotential ist dabei die Differenz aus der Gesamtreserve und dem Ma-
ximum der technischen Reserve und der Marktreserve fiir garantierte Zahlungen. Daher
ist das kollektive Bonuspotential indirekt festgelegt durch die Berechnung der technischen

Reserve.

Der Zweck dieses Kapitels ist eine theoretisch begriindete Methode zur Bewertung von
Bonusverpflichtungen unter Investitionen in Aktien zu entwickeln. Hierzu gibt es zwei
klassische Aktienpreismodelle, das Binomial- und das Black-Scholes-Modell.

Das Binomialmodell ist das einfachste nicht-triviale Aktienmodell. Die Preissetzung im
Binomialmodell ist nicht mehr als die Losung zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten.
Dies liefert einen einfachen Rahmen fiir die Diskussion von verschiedenen Problemen, die

bei der Marktbewertung von Versicherungsverbindlichkeiten entstehen.



2 Das zeitdiskrete Versicherungsmodell

Wir wollen nun zeitdiskrete Versicherungsmodelle und die verschiedenen Bedingungen an
die Bewertung dieser Modelle betrachten.

Dieses Modell ist sehr einfach aber nicht sehr realistisch, dennoch zeigt es viele Probleme
auf, die auftreten wenn man Versicherungsanspriiche mit sogenannten Arbitragemoglich-
keiten bewerten will.

Eine Arbitragemoglichkeit ist gegeben, wenn eine Mdglichkeit existiert durch taktische

Investitionen risikolose Ertriage zu erwirtschaften.

2.1 Das n-Perioden-Modell

Wir wollen jetzt mit einem relativ komplizierten Beispiel des Binomialmodells beginnen.
Der Versicherungsvertrag, den wir betrachten wollen, tritt auf als ein reines Finanzprodukt
in diskreter Zeit. Er kann auch auftreten im sogenannten Binomialmarkt, der spéter noch
néher beschrieben wird.

Die Auszahlungssumme zum Zeitpunkt n wird jahrlich bezahlt mit einer Pramienzahlung
7. Eine Periode entspricht hier einem Jahr. Es kdnnen aber auch andere Intervalle gewéhlt
werden.

Die technische Reserve V* und die Rechnungsgrundlage 2. Ordnung, bestehend aus dem
Zinssatz 2. Ordnung 7%, wird dargestellt durch:

V) = (L+r@)V*(t — 1) + 71 en,
V(0) = m.

Wir sprechen bei dem Zinssatz 2. Ordnung von einem Bonuszinssatz und der Prozess des

Bonuszinssatzes (r°(t));=1, ., wird als Bonusstrategie bezeichnet.

Die technische Reserve und die Rechnungsgrundlage 1. Ordnung, bestehend aus dem

Zinssatz 1. Ordnung r*, wird dargestellt durch:

Vi) = (1+r)V*(t—1) +mlpen) +0(2),
V*(0) = m,

mit Dividendenauszahlung §(t):



so dass die Einlagen aus den beiden oberen Gleichungen iibereinstimmen.

Die garantierte Summe b(t) im Zeitpunkt ¢ ist fiir eine gegebene technische Reserve V*(t)

festgelegt durch die Gleichung;:

VEt) = bt)(v*)" - mad

n—t|"

Ut) = (14+r)Ut—1)+ 7lgen),
Uuo) = .

Wir lassen r konstant als bekannte Grofe zum Zeitpunkt ¢ — 1. Zu diesem Zeitpunkt
wissen wir welche Investitionsgewinne uns im kommenden Jahr bevorstehen konnen. Wir
setzten voraus, dass r > r*.

Die Idee ist jetzt eine Investitition zu tétigen, indem wir einen Teil des Geldes in eine
risikobehaftete Anlage investieren. Die einfachste risikobehaftete Anlage ist die, dass wir
zum Zeitpunkt £ — 1 investieren und zum Zeitpunkt ¢ zwei Werte erreichen kénnen, die
bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht bekannt sind. Wir bezeichnen mit S(¢) den Preis der
risikobehafteten Anlage zum Zeitpunkt ¢, gegeben durch:

S(t) = (14+2(t)S(t—-1)

Dabei ist Z(t) eine stochastische Variable, die den Wert u (up) annimmt mit Wahrschein-
lichkeit p(u) und den Wert d (down) annimmt mit Wahrscheinlichkeit p(d).

Wir kaufen nun n(t) dieser Anlagen zum Zeitpunkt ¢ — 1 und kénnen nicht warten bis
zum Zeitpunkt ¢, um den neuen Anlagepreis zu erfahren. Die Kaufentscheidung muss zum
Zeitpunkt ¢ — 1 fallen. Dies ist die Eigenschaft vorhersehbar, die wir von unserer Investi-
tion verlangen.

Die Gesamtreserve U zum Zeitpunkt ¢ ist der Wert U zum Zeitpunkt ¢ — 1 plus Pramien
plus Kapitalgewinne. Die Kapitalgewinne beruhen auf dem Teil von U, der nicht inves-
tiert wird in die risikobehaftete Anlage zum Zeitpunkt ¢t — 1 (U(t — 1) — n(t)S(t — 1)),
und dem Preisunterschied des Portfolios der risikobehafteten Anlage, der sich aus der

Preisverinderung der Anlage ergibt. Daher ergibt sich folgende Gleichung
Ut) = Ult=1)+rUt—=1)=n)St—1)+n)(SE) =S —1)) + 7li<n)
— (LU= 1)+ S~ 1)(ZE) — ) + 7 e,

Uuo) = =«



Die nicht entnommene Reserve X ist gegeben durch:

Damit erhalten wir:
X(t) = (L+7)X({t—1)+n6)St—1)(Z(t) —r) +ct) — 8(t),
mit
c(t) = (r(®) =" @)Vt —1).

Daher ist der Wert von X zur Zeit t gleich dem Wert von X zur Zeit ¢ — 1 plus Kapital-

gewinne plus Uberschussbeitrag c() minus Dividendenzahlung 46(t).

Wir betrachten die prospektive Grofe der Gesamtreserve und der unverteilten Reserve:

V() = bn)w" 'ra

n—t|*

Dies spiegelt die Tatsache wieder, dass die Reserve zur Seite gelegt wird, um zukiinftige
Verpflichtungen zu begleichen.

Sehr geeignet um die Bonusstrategie zu planen, so dass X(n) = 0, ist V(t) = U(¢). Um
X(n) = 0 zu erfiillen kann man die riickblickenden Mengen und die Bonusstrategie ver-
nachléssigen.

Die Einfiihrung der risikobehafteten Investitionen machen die Situation schwieriger. Ist
die Bonusstrategie verbunden mit den Gewinnen aus den risikobehafteten Investitionen,

so ist b(n) zum Zeitpunkt ¢ nicht immer bekannt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine Anlage nach oben (up) oder unten (down) ent-

wickeln wird, ist beschrieben durch:

r—d
u—r

Zum Schluss werden wir noch den Marktwert fiir garantierte Zahlungen definieren zum
Zeitpunkt ¢:
Vg<t) = b(t)vnit — Waml.

Der Marktwert der ungarantierten Zahlungen ist gegeben durch:

VA(t) = (EF [b(n)] — b(t))v" "



Die Bonusstrategie muss V' (0) = 7 erfiillen.

2.2 Das Zwei-Perioden-Modell

Nun wollen wir Vertréage iiber zwei Perioden betrachten und diskutieren Bonuszinsen und
Investitionen.

Betrachten wir also:

[s0)]  [so)]
i) v
voy| o)
b(0) | = | b)) | = V' (2)] = [b()
ve)| | ve(y)
vl v
Vo | vy

Wir unterstellen, dass das Unternehmen sich im Zeitpunkt 0 fiir einen Bonuszinssatz fiir
das erste Jahr entscheidet, der nicht von den Kapitalgewinnen im ersten Jahr abhéngt.
Hier ist 7°(1) unabhingig von Z(1). Dementsprechend lassen wir den Bonuszinssatz im
zweiten Jahr unabhéngig von den Kapitalgewinnen im zweiten Jahr aber abhéngig von
den Kapitalgewinnen im ersten Jahr. Dann kénnen wir r°(2) in Abhingigkeit von Z(1)
aber unabhéngig von Z(2) schreiben. Die Kosequenz daraus ist, dass V*(1) und b(1) un-
abhéngig von Z(1) sind, wobei b(2) unabhéngig von Z(2) ist.

Dies stimmt mit der Vorstellung iiberein, dass der Bonuszinssatz ein Zinssatz ist, der im
folgenden Jahr festgesetzt wird und unabhéngig von den Kapitalgewinnen in diesem Jahr
aber abhingig von den Kapitalgewinnen im vorherigen Jahr ist. Daher ist der Bonuszins-
satz immer ,ein Jahr hinter den Kapitalgewinnen. Aus diesem Grund brauchen wir zwei
Perioden fiir unsere Darstellung: eine Periode um Kapitalgewinne zu erwirtschaften und
eine Periode fiir die Umverteilung.

Wir stellen den Bonuszinssatz im zweiten Jahr in Abhéngigkeit der Kapitalgewinne im

ersten Jahr wie folgt dar:

(B+aX(1)*
V(1) ’

und erhalten die folgende Darstellung fiir die technische Reserve nach dem zweiten Jahr:

r(2) = r*(2) +

V*(2) = (24 r°(1)(1 4+ 7°(2))x,



die nur von den Kapitalgewinnen des ersten Jahres abhé&ngen.

Als einen Sonderfall kénnen wir den Marktwert der ungarantierten Zahlungen des ers-

ten Jahres, das sogenannte Bonuspotential, wie folgt ableiten:

E[V*(2)] - b(1)

Vi) =
147
2+ r(1)A+r0(2)m — b(1)
N 1+7r
_ M)A+ r2)r - VL)L +7(2)
1+
_ M)A+ @)r — 2+ ()71 +1r7(2))
1+7r
_ CHr@)r2) = (2)
1+
_ (B+aX(1))"
1+ '

Wir sehen, dass diese einfache Vorstellung des Bonuszinssatzes mit dem Fall {iberein-
stimmt, dass der Martkwert der ungarantierten Zahlungen nach dem ersten Jahr ein Teil
der unverteilten Reserve ist.

Daher sind wir an einer Verbindung zwischen einer fairen Investition 1 und einem fairen

Paar von Parametern («, () interessiert. Wir legen dies fest durch:
V(0) =,

was ergibt, dass

1 . s B
G V@l =7

s Q24+rA))A+ECQ)]) = 1+r+(1+7r)?

S (2+ r‘s(l))(l + q(u)r? (2, u) + q(d)r‘s(Q, d) = (1+4+r)(2+7r).

Hierbei ist r°(2,u) und r°(2,d) der Bonuszinssatz im zweiten Jahr entsprechend der Ak-
tienwerte die im ersten Jahr rauf oder runter gegangen sind.
Wenn

B+aX(l,d) < 0 < B+ aX(1,u), (1)
dann haben wir r°(2,u) > r* = r°(2,d), so dass es eine Bonusauszahlung im zweiten Jahr

genau dann gibt, wenn die risikobehaftete Anlage im ersten Jahr nach oben geht und

weiter haben wir

B+alr—r'(1) + (ns/m)(u — r))
2+13(1))

— (147)2+7)

& (24 1r°(1)) <1+r*+q(u) = (14+7)(2+7),



was impliziert, dass

aw) (B+a(r=r')+ B@-n)) =1+nE+r) - @+r )1+ ()

Gleichung (2) kann faire Kombinationen von drei Parametern («, 3,7) festlegen und da-

mit ldsst sich Gleichung (1) tberpriifen.
Beispiel

Wir betrachten nun ein Beispiel mit s = 1 und 7 = 1. Wir setzen # = 0, so dass der
Bonuszinssatz ausschlieflich durch den Parameter o festgelegt ist. Der Zinssatz r ist 5%,
der Bonuszinssatz im ersten Jahr ist ebenfalls 5%, wahrend der garantierte Zinssatz 3%
ist. Die risikobehaftete Anleihe kann um 20% steigen (v = 20%) oder um 10% fallen (d
= -10%). Mit diesen Werten bekommt man ¢(u) = ¢(d) = 1/2, d.h. wir bestimmen den
Marktwert unter einem Wahrscheinlichkeitsmafs wo die risikobehaftete Anlage mit Wahr-
scheilichkeit 1/2 steigen oder fallen kann. Bevor wir nun « und 7 festlegen, konnen wir
leicht (1) bestiitigen. Da 7 (1) = r, haben wir ¢(1) - 6(1) = 0, so dass X (1) = ns(Z(t)
- r). Mit § = 0 ist Gleichung (1) offensichtlich erfiillt. Gleichung (2) gibt uns jetzt eine
faire Beziehung zwischen v und n:

an = 0.55.

Wir sehen, dass o > 1 ist, wenn der Anteil der risikobehafteten Anlage weniger als 55%
betragt. Ein Umverteilungsfaktor grofer als eins macht Sinn, wenn es ein Bonuspotential
im zweiten Jahr gibt, welches nicht umverteilt werden muss und noch nicht in X (1) ent-

halten ist.

In Abbildung 1 finden wir alle Angaben fiir den Fall, dass wir 60% (n = 0.6) in die risiko-
behaftete Anlage investieren. Das gibt uns einen Umverteilungsparameter o von ca. 0.91.
Abbildung 1 zeigt uns, wie sich die Anlage enwickelt, jenachdem ob die risikobehaftete
Anlage im ersten Jahr steigt oder fillt.

Wir sehen, dass die technische Reserve nach dem ersten Jahr bei 2.05 liegt, egal wie sich
die Anlage entwickelt. Im Gegensatz dazu ist die Entwicklung der technischen Reserve
nach dem zweiten Jahr und damit auch die abschliefsende Zahlung gleich 2.19 bzw. 2.11,
abhéngig vom Ergebnis der Anlage. Geht die Anlage im ersten Jahr nach oben, so betragt

der Bonuszinssatz im zweiten Jahr 7%.



S(1) =12
V*(1) = 2.05
X(1) = 0.09
b(1) =211 . b(2) = 2.19
i _ V(1) = 2.01
5*((00)): 11 Vb(1) = 0.08
)6 / | V(1) =209 |
b(0) = 2.09
V9(0) = 0.94 i i
V9(0) = 0.06 \ ij g; i 2(9)5
L Vo= X(2) = —0.09
b2)=211 | o) =211
V9(2) = 2.01
Vh(2) = 0
| v(2)=201 |

Abbildung 1: Zwei-Perioden-Versicherungsmodell

Geht die Anlage hingegen im ersten Jahr nach unten, so ist der Bonuszinssatz im zweiten
Jahr gleich dem Zinssatz erster Ordnung (3%). Geht die Anlage im ersten Jahr nach oben,
sind individuelles und Kollektivpotential nach dem ersten Jahr 0.04. Geht die Anlage nach
unten gehen alle Sicherheitsmargen verloren und beide Bonuspotentiale sind Null. Der Un-
terschied zwischen dem Bonuspotential nach dem ersten Jahr der beiden Moglichkeiten

macht den Unterschied zwischen den beiden Auszahlungsbetréagen nach zwei Jahren.

Bis jetzt haben wir nur gesehen, wie man die Werte ermittelt. Nun geben wir einen
kurzen Beweis fiir die Werte aus dem oben gezeigten Beispiel. Der Beweis zeigt, wie es
moglich ist, durch taktische Investitionen genau den Ertrag zu erhalten, der nach zwei
Jahren fallig ist. Dabei werden die Betriige natiirlich Reserven fiir zukiinftige Verpflich-
tungen.

Wir kalkulieren die Investition, die nach dem ersten Jahr benétigt wird, fiir eine bestimm-
te Auszahlung nach dem zweiten Jahr. Dabei gibt es zwei Fille, jenachdem ob die Anlage

nach dem ersten Jahr steigt oder féllt.



Betrachten wir nun den Fall, dass die risikobehaftete Anlage nach oben geht. Jetzt kann
die Anlage im zweiten Jahr entweder steigen oder fallen. Egal was im zweiten Jahr pas-
siert, brauchen wir 2.19 nach dem zweiten Jahr. Wir bezeichnen mit h'(2,u) die Anzahl
der risikobehafteten Anlagen und mit 2°(2, u) die Investitionen in den risikolosen Zinssatz.

Damit erhalten wir das folgende Gleichungssystem:

hY(2,u) - 1.44 4+ R°(2,u) - 1.10 = 2.19,

hY(2,u) - 1.08 + h°(2,u) - 1.10 = 2.19,

wobei 1.44 und 1.08 die Preise der risikobehafteten Anlage nach dem zweiten Jahr in
Abhéngigkeit von dem Ergebnis der risikobehafteten Anlage im zweiten Jahr sind und
gegeben, dass die Anlage nach oben geht im ersten Jahr. Die Zahl (1.05)? ~ 1.10 ist
der Wert nach zwei Jahren einer Einheit zur Zeit 0 einschlieflich einem angesammelten

Zinssatz in Hohe von 5%. Die Losung ist gegeben durch
h'(2,u) =0, h%(2,u) = 1.99,
und wir bemerken, dass der Wert der Investition exakt gegeben ist durch
1.99-1.05 =2.09 = V(1,u).
Ein entsprechendes System erhalten wir, wenn die Anlage im ersten Jahr nach unten geht:

hH(2,d) - 1.08 + h0(2,d) - 1.10 = 2.11,

h'(2,d)-0.81 + h%(2,d) -1.10 = 2.11,
welches folgende Losung hat:
r'(2,d) =0, h%(2,d) = 1.92,
und der Preis dieser Investition ist gegeben durch
1.92-1.05 =2.01 = V(1,d).

Wie man erwartet, sollte man im zweiten Jahr nicht in die risikobehaftete Anlge investie-
ren, egal wie das Ergebnis nach dem ersten Jahr ist, wenn der Bonuszinssatz im zweiten
Jahr unabhéngig vom Ergebnis der Anlage in diesem Jahr ist.

Jetzt wissen wir, was wir nach dem ersten Jahr machen miissen, egal welches Ergennis sich
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im ersten Jahr ergibt. Die Frage ist, was soll man im Zeitpunkt 0 machen? Hier kann man
wieder ein System aufstetzen, wo man versucht ein am Ende des ersten Jahres bendtigtes
Portfolio zu erstellen, egal, was das Ergebnis nach dem ersten Jahr ist. Wir wissen, dass
wir zu den Kapitalgewinnen nach dem ersten Jahr auch eine Pramienzahlung erhalten, so

dass man das folgende Gleichungssystem erhalt

RY(1)-1.20+A%(1)-1.05+1 = 2.09,

RY(1)-0.90 +A°(1)-1.05+1 = 2.01.
Dieses System hat die folgende Ldsung;:
RO(1) = 0.74, h'(1) = 0.26,
und schlieflich sehen wir, dass diese Investition den exakten Wert 7 hat:
0.74-14+026-1=1=m.

Der Preis der Investition ist genau der Wert, der zur Zeit 0 als Pramie gezahlt wird
und wir haben daher eine Portfoliostrategie konstruiert mit der wir unserer Verpflichtung
nachkommen koénnen ohne ein Risiko einzugehen. Das Arbitrageargument gibt an, dass
der Marktwert der Verpflichtung gleich dem Preis des erreichten Portfolios ist mit dem

man exakt die Verpflichtungen trifft. Daher kénnen wir die Zahlen aus Abbildung 1 folgern.

3 Das Binomial-Modell

3.1 Das eindimensionale Modell

Wir betrachten nun die Ein-Perioden-Version des einfachst moglichen Finanzmarktes, wo
die Aktie nach einer Periode einen von zwei Werten annehmen kann. Nicht, weil wir
denken, dass dieser Markt besonders realistisch wére aber es ist einfach das finanzma-
thematische Konzept in diesem Markt zu verstehen. Die Berechnungen werden auf zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten reduziert. Dieses Modell wird in der Praxis oft ange-

wandt.

Das Modell beruht auf zwei Investitionsmoglichkeiten, einen Bond und eine Aktie.
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Der Preis des Bond ist deterministisch und nimmt folgenden Wert an:

S°0) = 1,

S%1) = (1+7)S°0)=1+nr,

wobei r ein deterministischer Zinssatz fiir die Zeit 0 bis 1 ist. Wir konnen die Investitions-
moglickeit SO auch als eine Moglickeit ansehen Geld auf einem Bankkonto mit Zinssatz r
anzulegen.

Der Preis der Aktie ist ein stochastischer Prozess und nimmt den folgenden Wert an:

SH0) = s,
S'1) = s(1+2),

u  mit Wahrscheinlichkeit p,,
7 =

d  mit Wahrscheinlichkeit pg.
Wir definieren ein(e) Portfolio (-strategie) als einen Vektor h = (h° k'), welcher die An-
zahl an Bonds und Aktien im Portfolio zum Zeitpunkt 0 beschreibt. Wir erlauben auch
negative Werte im Portfolio und beschreiben damit Leerverkdufe. Das heiftt im Falle ei-
nes Leerverkaufs von Bonds: wir leihen Geld bei der Bank zum Zinssatz r. Im Gegensatz
dazu ist es bei Leerverkdufen von Aktien so, dass man sich fiir eine Zahlung in 0 dazu
verpflichtet den Preis der Aktie in der Zukunft zu zahlen.

In Bezug auf ein Portfolio h definieren wir den Nutzenprozess wie folgt:
V(t,h) = h°S°(t) + h'S'(t), t=0,1.

Die Idee von Arbitrage spielt eine sehr wichtige Rolle und wir definieren ein Arbitrage-

portfolio als ein Portfolio, dass die folgenden Relationen befolgt:

V(0,h) = 0,
P(V(1,h) >0) = 1, (3)
P(V(1,h) >0) > 0.

Daher ist ein Arbitrageportfolio ein Portfolio, dass zum Zeitpunkt 0 einen Nullwert hat
und im Zeitpunkt 1 einen nicht-negativen Wert hat mit der Moglichkeit positiv zu sein.
Es ist hier wichtig hervorzuheben, dass wir normalerweise vom Markt erforden, dass keine
Arbitrageportfolios existieren. Wir sprechen dann von arbitragefreien Markten. Daher

kann man fiir einen gegebenen Markt die Frage stellen, ob dieser Markt arbitragefrei ist.
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Man kann leicht sehen, dass der Binomialmarkt arbitragefrei ist, wenn
d<r<u.

Die Losung (q(u),q(d)) des folgenden Gleichungssystems

aw)-utag(d)-d = 7, 4
q(u) +q(d) = 1, (5)
ist
r—d
qu) = — (6)
q(d) = —

In dem Fall, dass die Ungleichheiten d < r < u gelten, versichern ¢(u), ¢(d) > 0 und die
Bedingung ¢(u)+¢(d) = 1 in Gleichung (5), dass wir ¢(u) und ¢(d) als Wahrscheinlichkei-
ten unter einem Malfs () betrachten konnen. Fiir dieses Mafs gilt entsprechend Gleichung
(4):

1
147

BOS'(1)] = () - s(1+ )+ g(d) (1 + )
L) wtg(w) d

1+7r

= S.

Wir sehen, dass die Erwartung an den diskontierten Aktienwert zum Zeitpunkt 1 gleich
dem Aktienpreis zur Zeit 0 ist. Ein Wahrscheinlichkeitsmafs unter dem dies der Fall ist,
wird Martingalmafl (oder risikoneutrales MafS oder risikobereinigtes Majf$) genannt.

Aus der obigen Argumentation kénnen wir folgern, dass ein Binomialmodell (S°, S1) ge-

nau dann arbitragefrei ist, wenn ein Martingalmafs existiert.

Wir nehmen an, dass der Markt arbitragefrei ist, d.h. d < r < w, und wir untersu-
chen das Bewertungsproblem sogenannter bedingter Anspriiche.

Der bedingte Anspruch ist eine stochastische Variable der Form X = ®(Z). Sie ist sto-
chastisch, da Z eine stochastische Variable ist. Aquivalent ist sie ausschlieRlich festgelegt

durch das Ergebnis von S'(1). Die Funktion ® wird Vertragsfunktion genannt.

Ein typisches Beispiel fiir einen bedingten Anspruch ist die européische Call-Option auf

eine Aktie mit Basispreis K. Eine européische Call-Option gibt das Recht, nicht aber die
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Pflicht, eine Aktie zum Zeitpunkt 1 zum Preis K zu kaufen. In unserem Modell ist dieser
Vertrag nur interessant, wenn s- (1+d) < K < s-(1+u). Ist S*(1) > K wird die Option
ausgeiibt und der Besitzer zahlt K fiir die Aktie und verkauft diese fir s - (1 + u) am
Markt. Er erwirtschaftet einen Ertrag in Hohe von s- (1 +u) — K. Ist S'(1) < K, so gibt

der Besitzer die Option auf mit einem Ertrag von 0, d.h.

s-(14u)—K, 7 = u,
X =9Z) = (s-(1+2)-K)" = (7)

0, Z =d.
Es ist ein Problem einen fairen Preis fiir diesen Vertrag zu finden, falls dieser iiberhaupt

existiert. Der Preis zum Zeitpunkt ¢ wird bezeichnet mit II(¢, X') und wir sehen leicht,

dass II(1, X)) = X, um Arbitrage zu vermeiden. Das Problem ist daher II(0, X)) zu finden.

Ein bedingter Anspruch wird absicherbar genannt, wenn ein Portfolio h existiert, so dass
V(1,h) = X. (8)

In disesm Fall wird h auch Hedging oder Duplikationsportfolio genannt. Sind alle beding-
ten Anspriiche erzielbar, ist der Markt wvollstdndig. Ist ein Anspruch erzielbar mit einem
Duplikationsportfolio h, gibt es in der Realitdt keinen Unterschied zwischen dem Halten
des Anspruchs und dem Halten des Duplikationsportfolio. Dann ist es einfach zu sehen,
dass der Preis des Anspruchs zur Zeit 0 gleich dem Preis des Duplikationsportfolio zum

Zeitpunkt 0 sein muss, um Arbitragemoglichkeiten am Markt zu vermeiden. D.h.
I1(0,h) = V(0,h).

Ist der Markt vollstdndig, konnen alle Anspriiche gepreist werden durch festlegen des
Preises des Duplikationsportfolio. Die Frage ist nun, ob der einperiodige Binomialmarkt

vollstandig ist.

Gemék Gleichung (8) wissen wir, dass fiir ein Portfolio, dass X dupliziert gilt:

R - (L+r)+ht - s(l+u) = P(u), 9)

RO-(147)+ht-s(1+d) = &(d).

Dies ist ein System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten (h°, h'), mit Losung

1 O(u) - ®(d)
ho= s(u—d) "’ (10)
B 1 (1+u)-@(d)—(1+d) - P(u)

1+r u—d ’
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unter der Bedingung, dass d < r < u.

Wir kénnen jetzt den Preis I1(0, X') = V/(0, h) bestimmen durch:

V(0,h) = hO+h's

_ I (I1+wu) -®(d)—(1+4d)-P(u) N O(u) — d(d)
1+r u—d (u—d)
1 (I4u) - d(d)— (1 +d) - P(u) +(1+7)- ®(u) — (1+7) - D(d)
147 u—d
= (g () + a(d) - B(d), (1)

wobei ¢(u) und ¢(d) durch Gleichung (6) gegeben sind. Wir folgern, dass das einperiodige
Binomialmodell vollstdndig ist und das X = ®(Z) zum Zeitpunkt O einen Preis hat,
gegeben durch Gleichung (11) mit (q(u), ¢(d)) gegeben durch Gleichung (6). Wir sehen,
dass der Preis des bedingten Anspruchs X kalkuliert werden kann durch die sogenannte

risikoneutrale Formel:
1

147

I1(0, X) = E9[X]

Y

wobei @), gegeben durch die Wahrscheinlichkeiten (q(u),¢(d)), das einzige Wahrschein-
lichkeitsmafs ist unter dem der Preis der risikobehafteten Anlage durch die risikoneutrale
Formel kalkuliert werden kann.

Es mag iiberraschen, dass die Wahrscheinlichkeiten p(u) und p(d) keine wichtige Rolle
in der Preisermittlungsformel haben. Wenn wir eine Option halten, ist der erwartete Ge-
winn abhéngig vom objektiven Wahrscheinlichkeitsmafl. Andererseits geben wir durch den
Kauf einer Option die Moglichkeit auf, den Wert der Option auf dem gleichen Markt mit

entsprechenden objektiven Preisdnderungen zu investieren.
Beispiel

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Beispiel in dem wir eine européische Option
(Gleichung (7)) mit den Parametern r = 5%, u = 20%, d = -10%, K = 110, p(u) = 0.6,
p(d) = 0.4 betrachten.

Die erste Idee konnte sein, den erwarteten gegenwéartigen Wert unter dem objektiven Maf

zu erhalten

B B(Z)] = T (10-p(u) + 0 pld) = 571

Man kann den Preis auch anhand von Varianz oder Standardabweichung bewerten. Diese

unterschiedlichen Auswirkungen kann man in Abbildung 2 ablesen.
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SO(1) = 1.05
S1(1) =120
[ S9(0) = ] (1) = 10
S1(0) = 100 /
I1(0) = 4.76
B0 = —28.57
. \ SO(1) = 1.05
h' =0.33
- - S1(1) =90
(1) =0

Abbildung 2: Ein-Perioden-Modell

Abbildung 2 zeigt wie risikolose Anlage, risikobehaftete Anlage und Option vom Ergebnis
der stochastischen Variable Z abhiingen. Zuerst schreiben wir S° und S! fiir die Zeiten
0 und 1. Danach berechnen wir den Preis der Option zum Zeitpunkt 1, der gegeben ist
durch (7). Zuletzt berechnen wir I1(0) und A aus den Gleichungen (11) und (10). Daraus

ergibt sich fiir dieses Beispiel:

o) = E%R(2)
= o (a)2(w) + a(@)2(d)
1 /0.05—(—0.1)) 0.2—0.05 _
~ 1.05 ( 02— (—01) T o2- (—0.1)()) = 416,
h! -0 = 0.33;

~100(0.2 — (—=0.1))
1 12:0-09-10
~1.05 0.2—(=0.1)

= —28.57.

Wir kénnen damit zeigen, dass der Preis des Portfolios h gegeben ist durch:
V(0,h) = —28.57+0.33-100 = 4.76,

wodurch das Portfolio den Wert

—28.57-1.05+40.33 - 120 = 10, Z =u,
V(1,h) =

—28.57-1.05+0.33-90 =0, Z =d.

im Zeitpunkt 1 bekommt.
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3.2 Das mehrdimensionale Modell

Ein Nachteil des einperiodigen Modells ist der, dass es ein sehr einfaches Anlagenmodell
mit nur zwei moglichen Ergebnissen ist. Wenn wir die Anzahl der Ergebnisse erhéhen und
nach Duplikationsportfolios suchen bekommen wir Probleme, da die Anzahl der Unbe-
kannten in Gleichung (9) weiterhin zwei ist ( (h°, ') ) wihrend die Anzahl der Gleichun-
gen gleich der Anzahl von moglichen Ergebnissen ist. Daher wird das System nur eine
Losung fiir spezielle triviale Anspriiche wie ®(Z) = S'(1) haben. Wir kénnen sagen, dass
die Vollstandigkeit des Binomialmodells dquivalent ist zu der Tatsache, dass die Anzahl
der Gleichungen in Gleichung (9) gleich der Anzahl der Unbekannten ist.

Daher betrachtet man mehrere einperiodige Modell hintereinander wodurch sich die An-
zahl der Ergebnisse mit der Anzahl der Perioden erhéht. Wenn wir nun erlauben, dass ein

Portfolio nach jeder Periode gedndert werden kann, ist die Vollstandigkeit gewahrt.

Wir betrachten nun den Zeithorizont n und definieren den Preisprozess fiir die risiko-

lose Anleihe und die risikobehaftete Anleihe wie folgt:

) = (1+7r)S°(t—-1), t=1,..,n,

) = 1

Sty = (1+2z@)S*'(t—-1), t=1,..,n,

) = 5

wobei Z(1), ..., Z(n) unabhéngige stochastische Variablen sind, die den Wert « und d mit

Wabhrscheinlichkeit p(u) und p(d) annehmen konnen.
Ein(e) Portfolio (-strategie) ist ein Prozess:

ho= {h(O)}erew = {(R°(), (1) bimr,m,

so dass h(t) eine Funktion von (S'(1),...,S'(t — 1)) ist. Der Werteprozess in Verbindung

zum Portfolio A ist definiert durch:
V(t,h) = h°()S°(t) + h'(t)S (1), t=0,..,n.

Das Portfolio h(t) zur Zeit t ist das Portfolio, dass im Zeitraum [t — 1,¢] gehalten wird.
Intuitiv ist klar, dass dieses Portfolio nur von den Preisen bis ¢ — 1 abhédngen kann und
nicht von den zukiinfitgen Preisen vom Zeitpunkt ¢ an. Wir sagen, dass das Portfolio

vorhersehbar sein muss.
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Besonders interessant sind selbstfinanzierende Portfolios, fiir die gilt:
RO(1)S°(t) + (1) ST (t) = RO(t+1)S°(t) + At (t+1)S'(t), t=1,..n—1.

Bei selbstfinanzierenden Portfolios wird zu keiner Zeit, t = 1,...,n — 1, Kapital zugefiihrt.
Alle neuen Investitionen finanzieren sich durch die Kapitalgewinne der vorhergehenden
Investitionen. Wir definieren ein Arbitrage-Portfolio als selbstfinanzierendes Portfolio, fiir

das Gleichung (3), mit Zeitpunkt n anstelle von 1, gilt.

Das Martingalmafs ist jetzt gegeben durch die positive Wahrscheinlichkeit (g(u), ¢(d))

fiir die der diskontierte Preisprozess fiir die risikobehaftete Anlage ein Martingal ist, d.h.

—EAS IS (1) = 8] = s

Wir konnen leicht sehen, dass (¢(u), ¢(d)) wieder durch Gleichung (6) gegeben ist. Damit
solche Wahrscheinlichkeiten existieren, muss man im einperiodigen Modell fordern, dass
d < r < u. Genau wie im einperiodigen Modell sichert diese Bedingung, dass es keine
Moglichkeit gibt ein Arbitrage-Portfolio zu schaffen. Daher ist das mehrperiodige Modell
ebenfalls arbitragefrei, wenn es ein Martingalmaf gibt.

Ein einfacher bedingter Anspruch ist eine stochastische Variable X = ®(S'(n)) wobei
generelle Anspriiche gegeben sind in der Form X = ®(S*(1),...,S'(n)). Wir bezeichnen
einen Anspruch, der zur Zeit ¢ fillig wird mit S*(¢) oder S*(1), ..., S'(¢). Ein Claim heifit
absicherbar, wenn es ein selbstfinanzierendes Portfolio h gibt mit V(n,h) = X und h
wird hedging oder duplizierend genannt. Im Prinzip gibt es keinen Unterschied zwischen
dem Halten eines erreichbaren Anspruchs und dem Portfolio, dass den Anspruch dupli-
ziert. Daher ist der einzige verniinftige Preis einer solchen Anleihe gleich dem Wert des

Duplikationsportfolio, d.h.
I(t, X) = V(t,h).

Mit dem ,yverniinftigen Preis ist gemeint, dass wenn sich die Preise unterscheiden, es
die Moglichkeit eines Arbitrageportfolios gibt. In dem Fall sprechen wir von einer arbi-
tragefreien Anleihe. Wenn alle Anleihen am Markt erreichbar sind, wird der Markt voll-
stdndig genannt. Durch kopieren des einperiodigen Modells fiir jede Periode wird gezeigt,
dass auch das mehrdimensionale Modell vollstandig ist und das Preise und Duplikations-

Portfolios gefunden werden koénnen, die Systeme von zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
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kannten losen konnen.
I1(3,X) = V(3,h) = X = (51(3)—K)+.

Beispiel

Wir wollen nun ein Beispiel betrachten, in dem wir fiir eine européische Option mit den
Parametern r = 5%, u = 20%, d = -10% und K = 110 den Preis bestimmen wollen.

Abbildung 3 zeigt, wie sich die Preise fiir die risikobehaftete Anlage, die risikolose Anlage
und die Option nach den Ergebnissen der stochastischen Variablen Z(1), Z(2) und Z(3)
berechnen. Wir haben gegeben, dass q(u) = ¢(d) = 1/2. Zuerst berechnen wir S° und S*
fiir die Zeitpunkte 0, 1, 2 und 3. Danach berechnen wir den Preis der Option zum Zeit-
punkt 3 gegeben durch die Terminalbedingungen. Wir berechnen nun I1(2, X') und h(3)
mit Hilfe der Gleichungen (11) und (10) fiir alle drei moglichen Ergebnisse im Zeitpunkt
2. Fiir das erste Ergebnis der risikobehafteten Anlage, die in den ersten beiden Perioden

nach oben geht und zum Zeitpunkt 2 den Wert 144 hat, erhalten wir

1 1 1 1
(2,X) = T%]EQ[CD(Z)] = T%(62.8-§+19.6-§> = 39.24,

62.8 — 19.6
1
= =1
h(3) 144(0.2 — (—0.1)) ’

1 1.2-196-0.9-62.8
0
h(3) (1.05)* 02— (=0.1) 900

Wir kénnen damit zeigen, dass der Wert des Portfolios h exakt gegeben ist durch
V(2,h) = —95-(1.05)* +1-144 = 39.24,
wobei der Wert des Portfolio zum Zeitpunkt 3 gegeben ist durch

—95.02- (1.05) +1-172.8 = 628,  Z(3) =u,
V(3,h) =
—95.02- (1.05)> +1-129.6 =19.6,  Z(3) =d.
Jetzt kann V/(2,h) II(2) ersetzen. Wir machen so weiter indem wir II(2) und h(3) mit
den moglichen Ergebnissen der risikobehafteten Anlage zum Zeitpunkt 2 (108 und 81)
berechnen. Danach gehen wir zum Zeitpunkt 1 und erhalten II(1) und h(2), wobei I1(2)

jetzt der Anspruch in einer einjdhrigen Berechnung ist. Letztendlich erhalten wir I1(0).
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SO(3) = 1.16
/ S1(3) = 172.8

)
] - I1(3) = 39.24
S0(2) = 1.10
S1(2) = 144
I1(2) = 39.24
/ h0(3) = —95.02
- hi(3) =1
S0(1) = 1.05 - -
SY(1) = 120 S9(3) = 1.16
/ (1) = 23.13 < S1(3) = 129.6
h0(2) = —72.91 I1(3) = 19.6
- h'(2) = 0.83 - -
S00)=1 S°(2) =1.10
S1(0) = 100 S1(2) = 108
11(0) = 13.13 I1(2) = 9.33
hO(1) = —49.15 h(3) = —50.79
h'(1) = 0.62 - . h'(3) = 0.60
- - SO(1) = 1.05 - -
\ S1(1) =90 50(3) = 1.16
T1(1) = 4.44 SH(3) =97.2
h0(2) = —25.40 < I(3) =
h'(2) = 0.35 -
- - S0(2) = 1.10
\ 51(2) = 81
(2) =0
hO(3) =0
hi(3) =0
S0(3) =1.16

\ S1(3) = 72.9
T1(3)

Abbildung 3: Mehrdimensionales Modell



