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1 Copulas

Jede gemeinsame VF eines Zufallsvektors beinhaltet zum Einen die jeweili-
gen Randverteilungen der einzelnen Komponenten des Vektors, zum Ande-
ren eine Beschreibung der Abhéngigkeiten untereinander. Durch eine Copula
kann die Abhéngigkeitsstruktur isoliert werden. Wir sehen Copulas als ex-
trem niitzliches Werkzeug an und zeigen in diesem Kapitel einige Vorteile.
Sie helfen uns, Abhingigkeiten griindlicher zu studieren. Ebenso verdeutli-
chen sie, welche Fallen auftreten konnen, wenn man Abhéngigkeiten nur {iber
Korrelationskoeffizienten beschreiben mochte.

Copulas driicken Abhéngigkeiten auf einer Quantil-Skala aus, welches sehr
vorteilhaft bei der Beschreibung von extremen Schadenféllen (siehe VaR und
ES) ist. Ebenso erleichtern sie einen Bottom-Up-Ansatz in multivariaten Mo-
dellen, wo mehr {iber die Verteilung einzelner Risikofaktoren bekannt ist als
iiber ihre Abhingigkeit untereinander. Uber unseren Copula-Ansatz kénnen
wir gegebene Randverteilungen mit verschiedenen Abh#ngigkeitsstrukturen

zu gemeinsamen VFE kombinieren und so das Gesamtrisiko untersuchen.

1.1 Erste Eigenschaften

Definition 1.1
Eine d-dimensionale Copula ist eine VF auf [0,1]¢ mit standard gleichverteil-
ten Randverteilungen. Wir bezeichnen Copulas stets mit C(u) = C(uq, ...uq).

Fiir eine Copula C miissen folgende drei Eigenschaften gelten:

(1) C(uq,...uq) ist monoton steigend in jeder Komponente.
(2) C(1,....,1,u;1,...,1) = u; fir Komponente u; € [0,1].
(3) Fiir alle (a1, ...,aq), (b, ..., bq) € [0,1]% mit a; < b; gilt:
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wobei uj1 = aj und ujo = b fir alle j € {1,...,d}.

Die erste Eigenschaft gilt fiir jede VF und die zweite folgt sofort daraus,

dass die Randverteilungen standard gleichverteilt sein sollen. Eigenschaft



drei, auch Rechteck-Ungleichung genannt, stellt sicher, dass keine negativen
WXKTen auftreten konnen. Jede Funktion C mit diesen Eigenschaften ist eine

Copula.

Korollar 1.2
Sei G VF und G (y) = inf{z : G(z) > y} die verallgemeinerte Inverse.

(1) Quantil-Transformation. Sei U ~ U(0,1) standard normal verteilt,
dann gilt P(G<(U) < z) = G(z).

(2) Wahrscheinlichkeits- Transformation. Wenn Y VF G hat, wobei G
eine stetige, univariate VF, dann gilt G(Y) ~ U(0,1) .

Beweis. Sei y € R und u € (0, 1). Die erste Gleichung folgt aus G(y) > u <
G(w) <y

Fir die zweite Gleichung zeigen wir P(G(Y) < u)) = P(G o G(Y) <
G (u)=PY <G (u) =GoG"(u) =u |

Korollar 1.2.ii) ist die Grundlage fiir stochastische Simulationen. Wir berech-
nen Pseudozufallszahlen, die gleichverteilt auf (0,1) sind und berechnen dann
die Inverse der verallgemeinerten VE G. Man erhilt Zufallszahlen mit VF
G. Ebenfalls kénnen dadurch Zufallsvariablen in andere ZV transformiert

werden.

Theorem 1.3 (Sklars Theorem)
Sei F' gemeinsame VF mit Randverteilungen Fy, ..., Fy. Dann existiert eine

Copula C : [0,1]¢ — [0,1], so dass ¥V w1, ...,24 € R = [~00, +00]

F(z1,...,xq) = C(Fi(z1), ..., Fa(zq)) (2)

Bei stetigen Randverteilungen ist C eindeutig, ansonsten nur auf dem Bild-
bereich ImFy x ... x ImFy; mit ImF; = F;(R) Seien umgekehrt C eine Copula
und Fy, ..., Fy univariate VFen. Dann ist F nach Formel (2) eine gemeinsame

VF mit Randverteilungen Fy, ..., Fy.



Beweis. Zeige Existenz und Eindeutigkeit falls F1, ..., Fy stetige Randvertei-
lungen sind. Nach Proposition 2.ii) und Definition 1.1 ist die VF von
(F1(X1), ..., Fa(X4)) eine Copula, bezeichnet mit C. Daraus folgt Formel (2).

Mit z; = F~(u;) erhalten wir

C(ul,...,ud):F(Ff(ul),...,Ff(ud)) (3)

wodurch C eindeutig durch F' und Fi, ..., Fy bestimmt ist. Nehmen wir nun
an, dass C eine Copula ist und F1, ..., Fy univariate VFen. Wir konstruieren
eine d -dimensionale ZV mit VF (2): Sei U ZV mit VF C, dann setze X :=
(Fy=(Uy), ..., Fy(Uqg)). Wir weisen nach

P(Xl S I, ...,Xd S .Td) = P(Ff_(Ul) S x1, ...,Fd(Ud S xd)
= P(Ul §F1($1),...,Ud§Fd(l‘d))
= C(Fi(z1), ..., Fa(za)).

Die Formeln (2) und (3) sind fundamental. Erstere zeigt, wie gemeinsame
Verteilungen F mithilfe von Copulas aus Randverteilungen entstehen kénnen.
Formel (3) zeigt, wie Copulas aus multivariaten VFen mit stetigen Randver-
teilungen gewonnen werden konnen. Aufserdem erfihrt man mehr iiber die
Abhéngigkeit der Quantile, da C(uy,...,uq) genau die WKT ist, dass X;
unter seinem u;-Quantil liegt etc.

Definition 1.4
Sei X ZV mit VF F | Fy, ..., F; seien stetige Randverteilungen. Dann ist die
Copula zu X die VF C von (Fi(x1), ..., Fa(zq))

Das Copulakonzept ist etwas unnatiirlich fiir mehrdimensionale diskrete Ver-
teilungen. Dies liegt daran, dass bei nicht-stetigen Randverteilungen mehrere
Méglichkeiten fiir eine Copula bestehen, um damit die gemeinsame VF zu
bilden.

Beispiel 1.5

Sei (X1, X2) ZV mit bivariater Bernoulliverteilung, genauer gelte



PX1=0,X0=0)=%,PX1=1,Xo=1)=
P(X;1=0,Xo=1)=5,P(X1=1,X5=0) =
Also besitzen X; und X» die gleichen Randverteilungen. Nach Sklars Theo-
rem gilt P(X1 < 21,X2 < x2) = C(P(X1 < 71), P(X2 < 22)). Da aber
ImFy = ImF, = {0, 2,1} ist C(2, 2) = £ die einzige (zusétzliche) Bedingung
an eine Copula C, damit sie Copula zur ZV X ist. Dies erfiillen unendlich
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Korollar 1.6
Sei (X1,...,Xq) Zufallsvektor mit stetigen Randverteilungen Fi,...,Fy und

Copula C. Seien 11, ..., T, streng monoton wachsende Funktionen. Dann hat

(Th(X1), ..., Ta(Xy)) ebenfalls Copula C.

Theorem 1.7 (Frechet-Grenzen)
Fiir jede Copula C gelten folgende Grenzen:

d
max{Zui—i—l—d,O} < C(w) < min{uy, ..., uq} (4)

i=1
Beweis. Die zweite Ungleichung ist klar, da fiir alle i gilt

Mi<j<a il < uj} C{Ui < u}
Desweiteren gilt mit u = (uq, ..., uq)

Clu) = P([) {Ui<w})

1<i<d
d
= 1-P(|J {Ui<w}) >1-) PU > uw)
1<i<d i=1
d
= 1—-—d+ Z U;
i=1
|
1.2 Beispiele
a) Unabhingigkeitscopula:
d
O(“lu ,Ud) = H(ul) ,Ud) - HUZ (5)



Aus Sklars Theorem folgt sofort, dass bei stetigen Randverteilungen die ZVen
genau dann unabhingig sind, wenn ihre Copula die Unabhingigkeitscopula
ist.

b) Die Komonotonie-Copula ist die obere Frechet-Grenze aus Formel (4).
C(uty...,uq) = M(uq, ..., uqg) = min{uy, ..., uq} (6)

Dies ist die Copula des Zufallsvektor (U, ...,U) wobei U standard gleichver-
teilt ist, d.h. gleichverteilt auf [0,1]. Ebenso gilt dies fir den Zufallsvektor
(X1, ..., X4) mit stetigen Randverteilungen und perfekter positiver Abhéngig-
keit, d.h. X; = T;(Xy) fiir alle anderen ¢ und monoton steigende Funktionen
T;. Die Komonotonie-Copula représentiert also perfekte Abhéngigkeit.

c¢) Die Kontramonotonie-Copula ist die zweidimensionale untere Frechet-

Grenze, also
C(uy,ug) = W(uy,ug) = max{uj +uy — 1,0} (7)

Diese Copula bezeichnet perfekte negative Abhéngigkeit und gehort zur ZV
(U,1-U), wobei U wieder standard gleichverteilt ist. Dieses Konzept kann
nicht auf héhere Dimensionen als zwei ausgeweitet werden.

Die Frechet-Grenzen implizieren sofort, dass jede bivariate Copula zwischen

den Oberflachen von Beispiel b) und c) liegt.
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Figure 5.1. (a)-(c) Perspective plots and (d)—(f) contour plots of the three fundamental
copulas: (a), (d) countermonotonicity, (b), (e) independence and (c), (f) comonotonicity.
Note that these are plots of distribution functions.



d) Sei Y ~ Ny(u, X) eine Gauss-Verteilte ZV, dann ist die zugehorige Copula
eine s.g. Gaufs-Copula. Nach Korollar 6 besitzt Y dieselbe Copula wie
X ~ N4(0, P) wobei P = 9(X) Die Gauk-Copula ist also gegeben durch

CS(u) = P(®(X1) < ur, ..., ®(Xy) < ug) = q)p(@_l(ul), <I>_1(ud)) (8)

wobei ® VF einer standard normal verteilten ZV ist und ®p die gemeinsa-
me VF der ZV X. Die Notation Cg“ legt nahe, dass die Copula durch die
d(d — 1) Parameter der Korrelationsmatrix bestimmt wird. Im bivariaten
Fall schreiben wir C’f“, wobei p = p(X1, X2) Die Gauk-Copula hat keine
geschlossene Form, kann jedoch iiber ein Integral iiber die Dichte von X
ausgedriickt werden. Der Parameter p driickt die Strenge der Abhéingigkeit

aus.

e) Die t-Copula ist gegeben durch

Cy.p(u) = to p(ty " (un), ... t5 " (ua)) 9)

wobei t, VI einer standard univariaten t-Verteilung, ¢, p gemeinsame VF
des Zufallsvektors X ~ t4(v,0, P) und P Korrelationsmatrix.
f) Die bivariate Gumbel-Copula ist gegeben durch

CS" (u1,up) = exp{—((—Inup)? + (— Inuy)?)1/?} (10)
wobei fiir den Parameter 0 gilt: 1 < 6 < oco. Hier steht 6 = 1 fiir Unabhéan-

gigkeit.

g) Die Clayton-Copula ist gegeben durch

C§" (1, up) = (u? +uy? — 1)7/° (11)

Die Gauf- und t-Copula haben jeweils keine geschlossene Form. Fiir die
Gumbel- und Clayton Copula existiert eine geschlossene Form. Letztere ge-

héren zum Familie der Archimedischen Copulas, sieche Kapitel 4.

1.3 Meta Verteilungen

Die Umkehrung von Sklars Theorem stellt eine sehr starke Technik zur Ver-

fiigung, um multivariate Verteilungen mit beliebigen Randverteilungen und



Copulas zu konstruieren. Zu beliebigen Randverteilungen F1, ..., F,; und einer
Copula C' definiert man als gemeinsame VF F(x) := C(Fy(z1), ..., Fa(xq)).
Das Ergebnis x hat Copula C' und Randverteilungen Fi, ..., Fy. Ein Modell
mit beliebigen Randverteilungen und Gauss-Copula ist bekannt als meta-

Gauss Verteilung etc. fiir beliebige andere Copulas.

1.4 Weitere Eigenschaften

Sei X Zufallsvektor mit multivariater Uberlebensfunktion F, mit Randver-
teilungsfunktionen Fi, ..., Fy und Randiiberlebensfunktionen Fy,...,Fy z.B.

F =1 — F; Dann gilt

F(z1, ..., xq) = C(F1(21), ..., Fa(zq)) (12)
fiir eine Copula C’, genannt Uberlebenscopula. Fiir stetige Randverteilun-
gen ist dies gegeben durch F(z1,...zq) = P(X1 > x1,..,Xq > z4) =
P(1 ~ F(X1) < Fia), .., 1 — Fy(Xy) < Fd(xd)> und schreibe ' fiir die
VF von 1-U, wobei U := (F1(X1), ..., Fi(X4)). Im Allgemeinen bezeichnet
die Uberlebenscopula die VF von 1-U, wenn C Copula zu U ist.

Definition 1.8
Ein Zufallsvektor X ist radial-symmetrisch bzgl. a, falls:

X-a 4 a-X

Ein elliptischer Zufallsvektor X ~ Ey(u, ¥, U) ist offensichtlich radial-symmetrisch

bzgl. p. Falls U VF C hat, C ist Copula, dann ist (0.5,...,0.5) das einzige
mogliche Zentrum der Symmetrie, also gilt fiir eine radial-symmetrische Co-

pula:
(U1 —0.5,...,Us— 0.5) £ (0.5 - U,..,05 - Uy) & UL 1-U

Dies impliziert fiir eine radial-symmetrische Copula C und ihre Uberlebens-
copula C' = C.



1.5 Perfekte Abhéngigkeit

In Abschnitt 1.2 haben wir gesehen, dass stetig verteilte ZVen, welche jeweils
streng monoton wachsende Funktionen einer anderen sind, als Copula die

obere Frechet-Grenze besitzen.

Definition 1.9
Die ZV X4, ..., X4 ist komonoton, falls sie die obere Frechet-Grenze als Co-
pula besitzt.

Korollar 1.10
ZV X1, ..., Xq ist genau dann komonoton, falls gilt:

(X1, Xo) £ (01(2), ..., v4(2)) (13)
fiir eine ZV Z.

Bemerkung: Eine wichtige Figenschaft von komonotonen Risiken ist, dass

ihre Quantile additiv sind.

Definition 1.11
Die zweidimensionale ZV (X1, Xs) ist kontramonoton falls die untere Frechet-

Grenze eine passende Copula ist.

Korollar 1.12
ZV (X1, X2) ist genau dann kontramonoton, falls gilt

(X1, X2) £ (01(2), v2(2)

fiir eine ZV Z und eine steigende Funktion vy und fallende Funktion vy (oder

andersherum,).

Beispiel 1.13

Sei X1 positive ZV und Xy = ¢, X3 = e~ ~'. Offensichtlich sind (X1, Xa)
und (X3, X3) kontramonotone Zufallsvektoren, jedoch (X2, X3) komonoton
und die zu (Xj, X9, X3) gehorende Copula ist die VF zum Zufallsvektor
(U,1-U,1-U), d.h. C(u1,us,us) = max{min{ug, us} +u; — 1,0}



2 Abhangigkeitsmafie

Wir betrachten drei verschiedene Arten, um Abhéingigkeiten zu messen: Der
lineare Korrelationskoeffizient nach Pearson, die Rangkorrelation und die
Koeffizienten der Flankenabhingigkeit.

Alle drei Methoden liefern einen skalaren Wert, der die Abhéngigkeit eines
Paars von Zufallsvariablen X7 und X5 beschreibt, obwohl diese Methoden
unterschiedliche Eigenschaften besitzen.

Im Risikomanagement und in der Finanzmathematik spielen Korrelationen
eine wichtige Rolle.

Wie gesehen werden elliptische Verteilungen bereits vollstdndig durch ihren
Erwartungswert(vektor), die Kovarianzmatrix sowie eine charakteristische
Funktion beschrieben. Da Erwartungswert und Varianz durch die Randver-
teilungen bestimmt sind, hdngen Copulas von elliptischen Verteilungen nur
von Kovarianzmatrix und charakteristischer Funktion ab. In allgemeineren
Verteilungen ist dies nicht mehr gegeben. Hier werden Copulas niitzlich sein,
um Korrelationen zu beschreiben.

Die anderen beiden Methoden, Rangkorrelation und Flankenabhéngigkeit,

basieren auf den jeweiligen Copulas.

2.1 Lineare Korrelation

Die Korrelation p(X1, X2) zwischen zwei ZVen X; und Xo misst lineare
Abhéngigkeit und nimmt Werte zwischen -1 und 1 an. Bei Unabhéngigkeit
folgt p = 0. Die Riickrichtung ist hier falsch (siehe Beispiele in der Vorlesung
Einfithrung in die Stochastik). Falls |p| = 1 sind X; und X perfekt linear
abhéngig, d.h. es existieren a und b € R so das X7 = a + bXs. Fir p =1
ist b > 0 und es handelt sich um perfekte positive lineare Abhéngigkeit,
fiir p = —1ist b < 0 und es handelt sich um perfekte negative lineare

Abhéngigkeit. Fiir positive Konstanten by, by > 0 gilt sogar
plar + b1 X1, a2 + b2 Xo) = p(X1, X2)

D.h. die Korrelation ist invariant unter streng monoton steigender linearer
Transformation. Fiir beliebig streng monoton steigende Funktionen ist dies
im Allgemeinen falsch. Diese Korrelation ist nur fiir endliche Varianzen de-

finiert, was bei heavy-tailed Verteilungen zu Problemen fiihrt.
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Wir zeigen noch zwei Trugschliisse auf:

Trugschluss 1: Die Randverteilungen und paarweise Korrelation einer mehr-
dimensionalen ZV bestimmen die gemeinsame VF.

Seien X7 und Xy ZVen mit FVen F; und F5. Die gemeinsame VF sei
C((F1(x1), Fa(x2)) wobei C eine Copula bezeichnet. Der lineare Korrelati-
onskoeffizient sei p. Es ist immer moglich, eine zweite Copula C5 ungleich C
und einen Zufallsvektor (Y7, Y2) zu konstruieren, sodass Y; die gleiche Rand-
verteilung wie X; besitzen, ihre gemeinsame VF jedoch durch Cy gegeben

ist. Das folgende Beispiel veranschaulicht dies:

Beispiel 2.1

Wir betrachten zwei ZVen, die Gewinne und Verluste von zwei Portfolios be-
zeichnen. Angenommen, beide ZVen seien standard normalverteilt mit Korre-
lation Null. Zunéchst erfiillt der Zufallsvektor X ~ N»(0, I2) dieses Szenario.
Sei V nun eine von X unabhingige ZV mit P(V =1) = P(V = —1) = 0.5.
Dann ist Y = (Y1,Y2) = (X1,V - X1) ebenfalls unkorreliert mit standard

normalen Randverteilungen. Diese Copula ist gegeben durch
C(u1,uz) = 0.5 - max{u; + uz — 1,0} + 0.5 - min{uy, ua}

. Dieses zweite Modell bedeutet, dass wir bei Gewinn im 1. Fall mit jeweils
WKT 0,5 einen Gewinn bzw. Verlust im zweiten Fall in gleicher Hdohe ein-
fahren. Wir konnen die gemeinsame VF fiir den Gesamtschaden X7 + Xo

bzw. Y7 + Y5 berechnen:

P(X1+ X > K) = 6(k/V),  P(Yi+ Y2 > k) = Jo(1)

fiir o > 0.75 gilt
FYipx,(0) =v207 (@), F iy, () =267 (2a — 1)

In unterer Abbildung ist der VaR fiir Quantile zwischen 0.9 und 0.99 abgebil-
det. Hier sieht man, dass extrem hohe Schiden im Modell 2 viel wahrschein-
licher sind als im ersten Modell, was jeden Finanz- und Versicherungsmathe-
matiker beunruhigen sollte. Hieraus wird ebenfalls ersichtlich, dass der VaR
einer Summe von Schiden nicht durch bekannte Randverteilungsfunktionen

und paarweise Korrelationen bestimmt ist.
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Value at Risk
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Figure5.7. VaR forthe risks X | + X2 and Y| + Y5 as described in Example 5.23. Both these

pairs have standard normal margins and a correlation of zero; X; and X» are independent,
whereas Y| and Y, are dependent.

T
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Trugschluss 2: Fiir gegebene univariate VFen F; und F» und beliebigen
Korrelationskoeffizienten p in [—1,1] kann stets eine gemeinsame VF mit
Randverteilungen F; und F5 und Korrelation p erzeugt werden.

Falls F; und F> Randverteilungen einer elliptischen Verteilung sind, so ist
diese Aussage wahr. Im Allgemeinen jedoch kénnen die ,erreichbaren Korre-

lationskoeffizienten® ein Teilintervall von [—1, 1] bilden.

Lemma 2.2
Angenommen (X1, X2) haben die gemeinsame VF F und Randverteilungen

Fy und Fy. Dann ist die Kovarianz, sofern endlich, gegeben durch Formel:

COV(Xl,XQ) = /_OO /_Oo (F(I‘l,l'g) — F1($1)F(l‘2)>d$1d$2 (14)

Theorem 2.3
Sei X ein Zufallsvektor mit Randverteilungsfunktionen F mit endlichen je-

doch positiven Varianzen und unbekannter gemeinsamer VF F. Dann gilt:

1. Die erreichbaren Korrelationen bilden ein Intervall [pmin, Pmax] wobei

Pmin S 0 S Pmax

2. Die munimale Korrelation wird genau dann angenommen, wenn X
und Xo kontramonoton sind, die mazimale Korrelation genau dann,

wenn sie komonoton sind.
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3. pmin = —1 genau dann, wenn X1 und —Xo die gleiche Art von Vertei-
lung haben, analog ist pmax = 1 dquivalent dazu, dass X1 und Xao die

gleiche Art von Verteilung besitzen.

Beweis. Wir zeigen ii) unter Benutzung von Lemma 2.2. Die Fréchet-Grenzen

sagen uns, dass fiir beliebige VF F gilt:

max{Fj(z1) + Fa(z2) — 1,0} < F(x1,22) < min{F(z1), Fa(z2)}

Fiir feste Randverteilungen F und F» ist der Integrand in Formel (10) punkt-
weise maximal, wenn X; und Xa die Copula der oberen Frechet-Grenze be-
sitzen. Dies bedeutet genau, dass X; und X5 komonoton sind. Analog ist
der Integrand minimal sofern X; und X, kontramonoton sind. Zu i): Na-
tirlich gilt pmax > 0. Der Fall ppax = 0 kann ausgeschlossen werden, da
nach ii) dann min{F(x1), Fa(z2)} = Fi(x1) - Fa(z2) gelten miisste, was im
Widerspruch zu positiver Varianz steht. Analog folgt ppmin < 0. iii) ist klar,
da |p| = 1 dquivalent zu linearer Abhéngigkeit von X; und Xo ist.

2.2 Rangkorrelation

Rangkorrelationen sind ebenfalls skalare Messungen der Abhéngigkeit, hén-
gen jedoch nur von der Copula einer bivariaten Verteilung ab und nicht mehr
von den Randverteilungen. Der standard empirische Schitzer der Rangkor-
relation hingt nur noch von der Ordnung der Daten ab. D.h. die Daten
werden bzgl. einer Skala geordnet und eine Stichprobe wird nach Einord-
nung in diese Skala geschdtzt. Die genauen numerischen Werte sind nicht
mehr von Interesse. Der grofte Vorteil der Rangkorrelation ist, dass dadurch
Copulas bzgl. gegebener Daten kalibriert werden kénnen. Wir betrachten
Rangkorrelation nach Spearman und nach Kendall. Beide Methoden haben
bessere Figenschaften als die lineare Korrelation.

Wir betrachten zwei Punkte in R?, bezeichnet mit (Xi, X2) und (X7, X») :
Wir sagen, die Punkte sind iibereinstimmend, falls (z1 —21)(x2 —22) > 0. Sei
nun X Zufallsvektor und X eine unabhingige Kopie. Wenn X, dazu tendiert,
mit X7 zu steigen, ist die WKT fiir Ubereinstimmung gegeniiber der WKT
von Nicht-Ubereinstimmung grof. Falls X, bei steigendem X dazu tendiert,

zu fallen, erhalten wir das Gegenteil. Dies ist Kendalls Rangkorrelation:
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pr (X1, X2) = P((X1 — X1)(X2 — X32) > 0) — P((X1 — X1)(X2 — X3) <0)

Definition 2.4
Zu zwer ZVen X1 und Xo ist Kendall’s T gegeben durch:

pr(X1, X2) = E(sign((X1 — X1)(X2 — X3)))
wobei X1, Xy eine unabhdngige Kopie von X1 und Xo ist.

Definition 2.5

Spearmans Rho ist definiert als

ps(X1, X2) = p(F1(X1), F2(X2))

Also ist Spearmans Rho die lineare Korrelation der durch die VFen transfor-
mierten ZVen, also bei stetigen VFen die lineare Korrelation ihrer eindeuti-

gen Copula.

Viele Eigenschaften haben die beiden Methoden gemeinsam. Sie nehmen je-
weils Werte im Intervall [—1,1] an und sind Null fiir unabhéngige ZVen.
Eine Rangkorrelation von Null impliziert (auch hier) nicht die Unabhéngig-
keit. Anders als bei linearer Korrelation kann man zeigen, dass der Wert 1
angenommen wird, wenn X; und Xy komonoton sind und -1 fir Kontramo-
notonie.

Wir zeigen, dass fiir stetige Randverteilungen beide Rangkorrelationen nur
von der eindeutigen Copula abhingen. Daraus folgt sofort die Invarianz der

Rangkorrelationen unter streng monoton steigenden Transformationen.

Korollar 2.6
Seien X1 und Xo ZVen mit stetigen Randverteilungen und eindeutiger Co-

pula C. Dann sind die Rangkorrelationen gegeben durch:

1l
ps(X1, Xo) = 12/ / (C(uy,uz) — ujug)duydus (15)
0 0

1 1
pT(Xl,XQ) = 4/0 /0 C(ul,u2)d0(u1,u2) —1 (16)
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Trugschluss 1 aus Kapitel 2.1 bleibt weiterhin giiltig: Randverteilungen und
paarweise Rangkorrelationen implizieren noch nicht die gemeinsame VF F.
Trugschluss 2 jedoch kann nun ausgeschlossen werden: Fiir jede Wahl von
stetigen Randverteilungen kann eine bestimmte bivariate Verteilung mit be-
liebiger Rangkorrelation in [—1,1] konstruiert werden. Eine einfache Mog-

lichkeit ist es,
F(Sﬂl,xg) == )\W(Fl(xl),FQ(IEQ)) + (1 - )\)M(Fl(:pl), Fz(xg)) (17)

als gemeinsame VF fiir (X7, X3) zu nehmen. Die Korrelation von Spearman

bzw. Kendall sind in diesem Fall

ps(X1, X2) = pr (X1, Xz) = (1 - 2)) (18)

2.3 Koeffizienten der Flankenabhingigkeit

Wie die Rangkorrelation werden die Koeffizienten der Flankenabhéngigkeit
durch paarweise Abhingigkeit gemessen, welche nur von der Copula eines
Paars von ZVen (X1, X2) mit stetigen Randverteilungen abhéngt. Der Vorteil
dieser Abhingigkeit ist, dass sie Auskunft iiber die Abhéngigkeit in extre-
men Werten gibt (sog. Flanken). Zum Beispiel ist dies besonders interessant
im Risikomanagement (VaR, ES). Im Fall der oberen Flankenabhingigkeit
betrachten wie die WK'T, dass X5 sein ¢g-Quantil iiberschreitet unter der Be-
dingung, dass X; sein g-Quantil iiberschreitet. Betrachte dann den Limes q

gegen 1. Formal gilt:

A= M(X1, Xo) = lim P(Xs > Fy (q)| X1 > Ff (q)),

q—1-
vorausgesetzt A, existiert. Falls A, > 0 sagt man, X; und X5 zeigen Abhéin-
gigkeit in der rechten Flanke, fiir A, = 0 sind sie asymptotisch unabhingig.
Analog wird der Koeffizient fiir untere Flankenabhéngigkeit (\;) definiert.
Sofern X7 und X» stetige Randverteilungen sind, erhalten wir einfache Aus-

driicke fiir A\; und A, mit der eindeutigen Copula C:

. P(X2 < F5(q), X1 < F{(q) . Clq,q)
A= AMX, X)) =1 =1
= AXL Xo) = T, PG < F(q) Jm —
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3 Flankenabhangigkeit bei Normal Gemischten Co-

pulas

Betrachte ein Paar gleichverteilter ZVen (Uy, Us) dessen Verteilung C'(uy, u2)
eine normal gemischte Copula ist. Dank der Radial-Symmetrie von C' reicht
es aus, den Koeffizienten fiir untere Flankenabhingigkeit zu betrachten. Es

gilt

. dC(g,q) .

A= lim ————= =2 lim P(Us < q|U; = 19

i Jim P(U < q|Ur = ) (19)
Beispiel 3.1

Betrachte die ZV (X1, X2) := (®~1(U;), ®~1(Uz)) mit Copula C'pGa sodass

(X1, X2) eine bivariate Normalverteilung mit standard normalen Randver-

teilungen und Korrelation p ist. Es folgt mit obiger Formel

A= 2 lim P~ (U2) < ¢~ Ha)lo™H(Uh) = ¢~ (q)) (20)
= 2xli>r_nooP(X2 <z|X; =x) (21)

Dies konvergiert gegen Null!

Man kann zeigen, dass fiir eine t-Copula wir sowohl untere als auch obere
Flankenabhéngigkeit erhalten hétten (vorausgesetzt p > —1).

In Abbildung 5.9 sind jeweils 5000 Punkte simuliert mit standard normalen
Randverteilungen [a) und c)] bzw. t-Randverteilungen [b) und d)| und der
Gaufs-Copula [a) und b)] bzw. der t-Copula [c) und d)|. In den Abbildungen
c) und d) erkennt man sowohl untere als auch obere Flankenabhingigkeit,

bei a) und b) ist dies nicht gegeben.

Beispiel 3.2

Angenommen wir hétten tégliche Daten von 5 Aktien und wir sind unsicher,
welches die beste multivariate elliptische Verteilung ist. Wie gehen von einer
paarweisen Korrelation von p = 0.5 fiir jeden Tag aus. Wenn die Daten also
einer multivariaten Gaufs-Verteilung folgen wiirden, ist die WK'T' dafiir, dass
an einem Tag alle Daten unter ihrem (.07-Quantil liegen, bei 0.0000748.

Dies passiert statistisch gesehen einmal alle 51.4 Jahre. Andererseits, wenn
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Figure 5.9. Five thousand simulated points from four distributions. (a) Standard bivariate
normal with correlation parameter p = 0.5. (b) Meta-Gaussian distribution with copula Cgi”
and Student # margins with four degrees of freedom. (c) Meta-¢ distribution with copula
CJ"_ and standard normal margins. (d) Standard bivariate ¢ distribution with four degrees of
freedom and correlation parameter p = 0.5. Horizontal and vertical lines mark the 0.005 and
0.995 quantiles. See Section 5.3.1 for a commentary.

wir eine multivariate t-Verteilung ansetzen mit 4 Freiheitsgraden, ldge die
WKT fiir obiges Ereignis 7.68 mal hoher, was einer Dauer von alle 6.7 Jahre

entspricht. Dies sind fiir einen Risk-Manager wesentliche Unterschiede.

4 Archimedische Copulas

Die Gumbel- und Clayton-Copula gehdren zur Familie der Archimedischen
Copulas. Copulas dieser Form sind sehr niitzlich, um Portfolio Kreditrisiken
zu modellieren.

4.1 Bivariate Archimedische Copulas

Wir kennen bereits die Gumbel- und Clayton-Copula, die zu dieser Familie

gehoren. Sie sind beide von der Form

Cur,uz) = ¢~ (p(u1) + p(uz)) (22)

wobei ¢ eine fallende Funktion von [0, 1] nach [0, oo] ist mit ¢(0) = co. Solch

eine Funktion wird auch Erzeuger der Copula genannt. Der Erzeuger zur
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Gumbel-Copula ist z.B. ¢(t) = (—Int)?, der Erzeuger zur Clayton-Copula
ist ¢ = %(t*H —1)

Definition 4.1
Sei ¢ : [0,1] — [0, 00] eine stetige und streng monoton fallende Funktion mit
¢(1) =0 und ¢(0) = co Wir definieren eine Pseudo-Inverse mit Definitions-

bereich [0, 00| durch

-1
AR OE R HIR e (23)

Theorem 4.2
Sei ¢ : [0,1] — [0, 00] eine stetige und streng monoton fallende Funktion mit
Pseudo-Inverse ¢!=1(t) im Sinne der Definition 4.1 Dann ist

C(ur, uz) = o (p(ur) + $(uz)) (24)
genau dann eine Copula, wenn ¢ konver ist.
Beweis. Siehe Nelson (1999, Seite 91-92) [

Alle nach diesem Prinzip konstruierten Copulas gehéren zu den archimedi-

schen Copulas.

Bemerkung 4.3
Die Kontramonotonie-Copula ist ein weiteres Beispiel fiir eine archimedische

Copula. Der Erzeuger ist ¢ =1 —t.

Kendalls Rangkorrelation kann fiir Archimedische Copulas direkt aus dem
Erzeuger berechnet werden:
Sei X7 und X3 stetige ZVen mit eindeutiger archimedischen Copula C erzeugt

von ¢. Dann ist

0)
o ¢

pr(X1,X2) =1+4 (t)dt (25)

Beweis. Siehe Nelson (1999, Seite 130) [ |
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4.2 Mulitvariate Archimedische Copulas

Es erscheint logisch, geschlossene Copulas der archimedischen Familie im
mehrdimensionalen als C(uy, ..., uq) = ¢ (d(uq), ..., d(ug)) zu definieren.
Dies funktioniert im Allgemeinen aber nicht. Ein Beispiel wire fiir d > 2 der
Erzeuger ¢ = 1 — t, der nicht streng ist. Hier wire das Ergebnis die untere
Frechet-Grenze, welche im mehr als zweidimensionalen Fall keine Copula

mehr ist.



