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Kapitel 1

Multivariate Maxima

1.1 Multivariate Extremwert-Copulas

Seien X1, ..., X,, iid Zufallsvektoren in R? mit gemeinsamer Verteilungsfunk-
tion F' und Randverteilungen Fi, ..., Fy, X; = (Xj 1, ..., X; 4)’. Das Maximum
der j-ten Komponente ist definiert als M, ; = max (X1 j,..., Xnj), 7 =1,....,d

und der Vektor der komponentenweisen Maxima als M, = (My,1, ..., My, 4)".

Frage: Gibt es eine multivariate Grenzverteilung von M,, (unter geeigne-

ten Normalisierungen), so wie beim univariaten Fall? Wir suchen also einen

. Mn—dn _ Mn,l_dn,l Mn,dfdn,d / : _
Grenzwert fir o = ( e e ), n — oo, wobei ¢, =
(en1y-rCna) > 0und dy, = (dp1,...,dnq)" Vektoren aus normalisierenden

Konstanten sind.

Antwort: M"ci_d" konvergiert in Verteilung gegen einen Zufallsvektor mit

Verteilungsfunktion H, so dass gilt

lim P(M <z)= lim F'(c,x+d,) = H(x) (1.1)

n—oo Cn n—o0

Definition 1.1.1 (Multivariate Extremwert-Verteilung und maximaler An-
ziehungsbereich)

Wenn (1.1) fiir beliebige F' und H gilt, sagt man F' liegt im mazimalen Anzie-
hungsbereich von H, geschrieben F' € MDA(H) und H ist eine multivariate
Eztremwert- Verteilung (MEV).



Die Konvergenz von multivariaten Maxima ist teilweise schon durch die uni-
variate Theorie gelost. Wenn H namlich nicht-entartete Randverteilungen
hat, miissen diese univariate EV-Verteilungen vom Fréchet-, Gumbel- oder
Weibulltyp sein. Weil diese stetig sind, muss H nach Sklars Theorem eine

eindeutige Copula haben.

Theorem 1.1.2 (Extremwert-Copula)
Wenn (1.1) fir beliebige F' und H mit GEV-Randverteilung erfillt ist, dann
gilt fiir die eindeutige Copula C von H

C(u') = C*(u),> 0 (1.2)

Jede Copula mit der Eigenschaft (1.2) wird als Extremwert-Copula (EV-
Copula) bezeichnet und kann die Copula einer MEV-Verteilung sein. Beispie-
le fiir EV-Copulas sind die Unabhéngigkeits-, Komonotonie- oder Gumbel-
Copula.

Theorem 1.1.3 (Pickands Darstellung)
FEine Copula C ist eine EV-Copula dann und nur dann, wenn sie sich dar-

stellen ldsst als

d

In uq In ug

C(u) = expq B( e ) g In u; (1.3)
{ Zz:1 In uy, Zi:l Inu, =

Dabei ist B(w) = de max(xiwi, ..., tqwq)dH (z) und H ist ein endliches Maf§
auf der d-dimensionalen Simplex, d.h. der Menge

Sy = {xa: >0,i=1,.,d, 0 2= 1}.

Die Funktion B(w) wird auch als Abhéngigkeits-Funktion der EV-Copula
bezeichnet. Im allgemeinen Fall ist es schwierig, solche Funktionen zu visua-
lisieren und mit ihnen zu arbeiten.

Im bivariaten Fall haben sie aber eine einfache Form. Wir definieren B(w) neu
als eine Funktion mit skalarem Argument, indem wir A(w) = B((w,1 —w)")
setzen mit w € [0, 1]. Aus Theorem 1.3 folgt, dass eine bivariate Copula eine
EV-Copula ist dann und nur dann, wenn sie sich in der Form

Inu
C(u1,uz) = exp {(lnul + lnuz)A(W)} (1.4)



schreiben ldsst mit A(w) = fol maz((1 — x)w,z(l —w))dH (z) fir ein Maf
H auf [0, 1]. Daraus lésst sich ableiten, dass solch eine bivariate Abhéngig-

keitsfunktion die Gleichung
mazr(w,l —w) < Aw) <1,0<w<1 (1.5)

erfiillen muss und aufserdem konvex sein muss.

Umgekehrt kann eine differenzierbare konvexe Funktion A(w), die (1.5) er-
fiillt, zur Konstruktion einer EV-Copula unter Verwendung von (1.4) benutzt
werden.

AuRerdem kann aus der EV-Copula in (1.4) die Abhéngigkeitsfunktion als
A(w) = —InC(exp —w,exp —(1 —w)),w € [0,1] (1.6)

hergeleitet werden.

Beispiel 1.1.4 (Gumbel-Copula)

Wir betrachten die asymmetrische Variante der bivariaten Gumbel-Copula,
also Cecfgﬂ(ul,w) = ui_au;_ﬁe:vp {—((—alnu)?+ (—Blnu2)9)1/9}. Diese
Copula erfiillt (1.2) und ist somit eine EV-Copula. Wir benutzen (1.6) und
berechnen die Abhéngigkeitsfunktion A(w) = (1 — a)w + (1 — B)(1 —w) +
((w)? + (B(1 — w))?)1/°.

Die Gumbel-Copula wird auch als logistisches Modell bezeichnet.

Beispiel 1.1.5 (Galambos-Copula)

Diesmal beginnen wir mit der Abhéngigkeitsfunktion, die gegeben ist durch
Alw) =1—((aw) 4+ (B(1 —w))"?) 1% wobei 0 < o, < 1und 0 < 6 < oo.
Dies ist eine konvexe Funktion, die maz(w,1 —w)(w) < 1 fir 0 < w <1
erfiillt, so dass sie benutzt werden kann, um eine EV-Copula nach (1.4)
aufzustellen. Wir erhalten die Copula

C’gfgfﬁ(ul,uz) = wyusexp {((—alnuy) ™0 + (—Blnug) =%)"Y/}, die auch als

negatives logistisches Modell bezeichnet wird.

1.2 Copulas fiir multivariate Minima

Grenz-Copulas fiir multivariate Minima konnen leicht aus den Grenz-Copulas
fiir multivariate Maxima hergeleitet werden. Dabei gelten die gleichen Uber-

legungen wie beim univariaten Fall.






C' liegt im Copula-Anziehungsbereich von Cy, geschrieben C € CDA(Cy).

Es gibt eine Reihe von dquivalenten Wegen, um (1.8) zu schreiben. Zuerst
benutzen wir die asymptotische Identitéit Inx =~ x — 1 fiir £ — 1 und erhalten

fiir u € (0, 1]¢
tlim t(1— C’(ui/t, ...,ucll/t)) =—InCy(uy, ..., uq)

lim 1—C(uf,...,uy)
s—0t S

= —tho(Ul,...,ud) (1.9)

Wenn wir in der letzten Gleichung u; = exp(—z;) setzen und exp(—sz) ~

1 — sz fiir s — 0 benutzen, erhalten wir fiir x € [0, c00)?

1-C(1 - ey L —
lim, (A=swenl=s2a) Co(exp —21, ...,exp —z4). (1.10)
s—0 S

Beispiel 1.3.3 (Grenz-Copulas fiir die bivariate Pareto-Verteilung)

Die bivariate Pareto-Verteilung hat univariate Pareto-Rénder F;(z) = 1 —
(ki/(k; + x))* und eine Clayton-Uberlebenscopula. Auferdem ist

F; € MDA(H,,),i=1,2. Die Clayton-Copula ist C(u1,ug) = uj +uz —1+
(1—uy) "4 (1—ug)~Y/*—1)~®. Mit (1.11) liisst sich leicht berechnen, dass
Co(u1,uz) = upugerp(((—Inwuy) = + (= Inwug)~1/*)~*), was die Standard

austauschbare Galambos-Copula ist.

In der Theorie der Copula-Anziehungsbereiche spielen auch die Koeffizienten
der oberen Flankenabhingigkeit eine wichtige Rolle. Sie kénnen uns dabei
helfen, Copulas zu finden, die im Anziehungsbereich der Unabhéngigkeits-

Copula liegen.

Proposition 1.3.4

Sei C' eine biwvariate Copula mit oberem Flankenabhdngigkeits-Koeffizienten
Ay und nehme an C € MDA(Cy) fir eine EV-Copula Cy. Dann ist A, auch
der obere Flankenabhdngigkeits-Koeffizient von Cy und beeinflusst dessen Ab-
hiingigkeitsfunktion durch A, = 2(1 — A(3)).



Beweis. Fiir den oberen Flankenabhangigkeits-Koeffizienten gilt

Ay = lim C(l%’;*q) =2 — lim %(g’q). Wir benutzen die asymptotische

q—1- q—1-
Identitdt Inx ~ x—1 fiir  — 1 und die CDA Bedingung (1.9) und berechnen
damit

1-C InC 1-C(q¢% ¢°
g—1- 1—gq ¢—1- Ingq g—1— s—0+ —slngq
1-C(q¢%¢° 1-C
= lim lim M = lim &
q—1— s—07t —In q’ v—1- 1—-v

Das zeigt, dass C' und Cj den gleichen oberen Flankenabhénigkeits-
Koeffizienten haben. Mit A\, =2 — lim #;q’q) und der Darstellung (1.4)
q—>17

erhalten wir, dass A, = 2(1 — A(2)). [ |

Im Fall A\, = 0 muss A(3) = 1 gelten und aus der Konvexitét von A folgt,
dass A(w) = 1, also muss Cy die Unabhéngigkeits-Copula sein. Das gilt auch
im hoéher-dimensionalen Fall: Wenn C eine d-dimensionale Copula ist, deren
paarweisen oberen Flankenabhéngigkeits-Koeffizienten alle gleich Null sind,
dann miissen die bivariaten Grenz-Copulas alle die Unabhéngigkeits-Copula
sein und dafiir muss Cy selbst die d-dimensionale Unabhéngigkeits-Copula

sein.

Beispiel 1.3.5 (Gauf-Verteilung)

Wir betrachten die Grenzverteilung der multivariaten Maxima von Gaufs-
schen Zufallsvektoren. Weil die paarweisen Flankenabhéngigkeits-Koeffizienten
von Gaufischen Vektoren 0 sind, ist die Grenzverteilung ein Produkt von mar-
ginalen Gumbel-Verteilungen. Die Konvergenz ist sehr langsam, aber letzt-
endlich sind die komponentenweisen normalisierten Maxima in der Grenz-

verteilung unabhingig.

Beispiel 1.3.6 (t-Verteilung)

Wenn Xy, ..., X, iid verteilte ZV mit einer gemeinsamen t4(v, i, ¥2)-Verteilung
sind, werden die univariaten Maxima der einzelnen Komponenten von univa-
riaten Fréchet-Verteilungen mit Parameter % angezogen. Aufserdem wissen
wir, dass die Flankenabhéngigkeits-Koeffizienten fiir die t-Copula strikt posi-

tiv sind; die Unabhéngigkeits-Copula kann also nicht die Grenz-Copula sein.



1.4 Modellierung multivariater Block-Maxima

Man kann eine multivariate Block-Maxima-Methode analog zum univariaten
Fall entwickeln, allerdings wird dies kritisiert, weil es nicht der effizienteste
Weg ist, um extreme Daten zu verarbeiten.

Wie zuvor teilen wir die zugrundeliegenden Daten in Blocke und bezeichnen
die Realisationen der Block-Maxima-Vektoren mit M,, 1, ..., M, ,,, wobei m
die Anzahl der Blocke ist. Das Verteilungsmodell, das von der univariaten
und multivariaten Maxima-Theorie vorgeschlagen wird, besteht aus GEV-

Réndern verbunden mit einer EV-Copula.

In der multivariaten Theorie ist allerdings eine bestimmte Copula zu verwen-
den, nédmlich die Copula Cj, von der die Copula C der zugrundeliegenden
Verteilung der Rohdaten angezogen wird. Die Copula C ist aber unbekannt,
daher arbeiten wir im Allgemeinen mit jeder lenkbaren EV-Copula, die fiir
die jeweilige Aufgabe geeignet erscheint. In einer bivariaten Anwendung -
wenn wir uns auf austauschbare Copulas beschranken - stehen uns haupt-
séchlich Gumbel-, Galambos- und t-EV-Copulas zur Verfiigung. Die generelle
funktionale Form aller dieser Familien ist sehr dhnlich. Es ist sinnvoll, ent-
weder mit Gumbel oder mit Galambos zu arbeiten, da deren Formen eine
relativ einfache Berechnung der Copula-Dichte erméglichen, die wiederum
fiir die Folgerung der Likelihood benétigt wird. Selbst wenn eigentlich eine
t-Copula zugrunde ldge, wiirden wir nicht die kompliziertere t-EV-Copula
verwenden, da deren Abhéngigkeitsfunktion sehr genau von der Abhéngig-

keitsfunktion einer Gumbel-Copula approximiert werden kann.

Die Gumbel-Copula erlaubt es uns auch, mogliche Asymmetrie zu untersu-
chen, indem wir die allgemeine nicht-austauschbare Familie verwenden. Fiir
Anwendungen in mehr als zwei Dimensionen kénnen die hoher-dimensionalen

Erweiterungen von Gumbel niitzlich sein.

Fiigt man diese Uberlegungen zusammen, so kénnen Daten iiber multivariate
Maxima modelliert werden, indem man die Verteilungsfunktion He ,, ».¢ (z) =
Co(He, py,01,01,(@1)5 oos Hey iy 00604, (€4)) fiir eine lenkbare parametrische EV-
Copula Cy benutzt. Daraus kann dann die Maximum Likelihood gefolgert



werden. Fiir die Maximierung miissen alle Parameter geschétzt werden.

Beispiel 1.4.1

Sei Mgs,1 das vierteljahrliche Maximum der téglichen prozentualen Verluste
des US-$ gegeniiber dem Euro und sei Mgs 2 das vierteljahrliche Maximum
der téglichen prozentualen Verluste des US-$ gegeniiber dem japanischen
Yen. Wir definieren Stressereignisse fiir jede dieser téglichen return-Reihen:
Fir den US-$ gegen den Euro wiren wir iiber eine Abnahme von 4% an
einem Tag besorgt und fiir den US-$ gegen den Yen iiber eine Abnahme von
5%. Wir wollen die Wahrscheinlichkeit dafiir schiatzen, dass eines oder beide
dieser Stressereignisse in einem Quartal auftreten. Die Wahrscheinlichkeit ist
gegeben durch p =1 — P(Mes1 < 4%, Mes2 < 5%) und angenéhert durch
1 — He}0,6,(0.04,0.05), wobei die Parameter aus den Block-Maxima-Daten

geschatzt werden.



Kapitel 2

Multivariate

Schranken-Uberschreitungen

2.1 Schrankenmodelle unter Verwendung von EV-

Copulas

Angenommen Xy, ..., X,, haben eine unbekannte gemeinsame Verteilung F'(x) =
C(Fi(z1), ..., Fg(xq)) fir eine unbekannte Copula C' und Randverteilungen
Fy, ..., Fyund F liegt im Anziehungsbereich einer MEV-Verteilung. Wir wol-
len die obere Flanke von F(x) iiber einer Schranke u = (uq, ..., uq)" approxi-
mieren. Die univariate Theorie sagt uns, dass fiir £; > u; und u; grof genug
die Flanken der Randverteilungen F; approximiert werden konnen durch eine
GPD-basierte Funktion der Form
Fj(ay) = 1—>\j(1+§j%)_mﬁ (2.1)
j
wobei \; = F(u;). Fiir x > u benutzen wir also die Niherung F(x) ~

C(Fy(x1), ..., Fy(xq)).

Aber auch C' ist unbekannt und muss approximiert werden. Die CDA-Bedingung
(1.8) besagt, dass wir fiir ein v € (0,1)? und ¢ ausreichend grof die Niherung
CW't) ~ C’é/t(y) benutzen diirfen. Wenn wir w = v!/* schreiben, erhalten

wir

Clw) ~ CY (w') = Co(w) (2.2)
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Fiir t — oo gilt v!/* — 1, also kénnen wir in der Flanke die Copula C' durch

ihre EV-Grenz-Copula Cj ersetzen und erhalten das allgemeine Modell
F(x) ~ Co(Fi(21), ..., Fy(zq)), x > . (2.3)

Fiir Cy wéhlen wir dann in der Regel eine flexible und lenkbare parametri-
sche EV-Copula.

2.2 Aufstellen eines multivariaten Flankenmodells

Angenommen wir haben Beobachtungen Xji, ..., X, mit einer Verteilungs-
funktion F, fiir deren Flanke die Ndherung (2.3) mdoglich ist. Von diesen Be-
obachtungen liegt wahrscheinlich nur eine kleine Anzahl in der gemeinsamen
Flanke (x > u), andere Beobachtungen iiberschreiten evtl. in einigen Kom-
ponenten die individuellen Schranken, liegen aber unter u. Angenommen m;
Komponenten des Datenvektors X; {iberschreiten ihre jeweiligen Schranken
im Vektor u. Die iibrigen Komponenten bezeichnen wir als zensiert im Wert

uj. Die Beitrdge der X; zur Likelihood sind gegeben durch

O™ F(X1, ..., X4)
8.%'j1 tee 8xjmi

L’L' = Lz(é.a ﬁ) >\a 07 XZ) =

|maa:(Xi,u) )

wobei die Indizes ji, ..., jm, diejenigen Komponenten von X; bezeichnen, die
ihre individuellen Schranken iiberschreiten.
Die gesamte Likelihood ist ein Produkt solcher Beitrage und wird beziiglich

aller Parameter maximiert.

Beispiel 2.2.1 (Bivariates Flankenmodell fiir Wechselkurs-return-Daten)
Wir betrachten téagliche prozentuale Wertverluste des US-$ gegeniiber dem
Euro bzw. dem Yen im Zeitraum 1996-2003. Wir haben 2008 tagliche returns
uns setzen Schranken bei 0.75% bzw. 1.00%, was 189 bzw. 126 Uberschrei-
tungen ergibt.

Bei der Maximierung der Likelihood erhalten wir Schatzungen und Stan-
dardfehler fiir alle Parameter.

Jetzt konnen wir (2.3) benutzen, um Berechnungen iiber Stressereignisse
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durchzufiihren. Z.B. ist ein Schétzer fiir die Wahrscheinlichkeit, dass an ei-
nem Tag der Dollar um mehr als 2.00% gegen die beiden anderen Wiahrungen
fillt, gegeben durch p12 = 1—F1(2.00)— F5(2.00)+CS%(F1(2.00), F2(2.00)) =
0,000315, was bei 250 Handelstagen einem 13-Jahres-Ereignis entspricht. Die
marginalen Wahrscheinlichkeiten fiir Wertverluste dieser Hohe sind p; =
1- E(Q.OO) = 0,0014 und p2 = 1 — E(Q.OO) = 0,0061. Diese Ergebnis-
se konnen wir benutzen fiir die Berechnung von sogenannten Uberschuss-
Wahrscheinlichkeiten fiir das bedingte Auftreten von Stressereignissen. Z.B.
kann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der US-$ 2% gegen den Yen fallt,
wenn er 2% gegen den Euro fillt, durch p12/p; = 0,23 geschétzt werden.

2.3 Schranken-Copulas und ihre Grenzen

Ein anderer gebriuchlicher Ansatz fiir multivariate Extrema schaut explizit
auf die Art von Copula, die wir erhalten, wenn wir Beobachtungen darauf
bedingen, iiber oder unter extremen Schranken zu liegen. So wie die GPD ein
natiirliches Grenzwert-Modell fiir univariate Schrankeniiberschreitungen ist,
kénnen wir auch Klassen von Copulas finden, die ein natiirliches Grenzwert-
Modell fiir die Abhéngigkeitsstruktur von multivariaten Uberschreitungen

liefern.

Bemerkung 2.3.1

Im Folgenden werden wir uns auf den Fall von bivariaten Copulas konzen-
trieren. Zudem ist es einfacher, zunéchst die untere linke Flanke einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zu betrachten und dann zu zeigen, wie sich die Er-

gebnisse auf die obere rechte Flanke auswirken.

2.3.1 Untere Schranken-Copulas und ihre Grenzen

Wir betrachten einen Zufallsvektor (X7, X3) mit stetigen Randverteilungen
Fj und F5 und eine austauschbare Copula C'. Wir suchen die Verteilung von
(X1, X>2) unter der Bedingung, dass beide unter ihren v-Quantilen liegen.
Dieses Ereignis wird beschrieben durch A, = {X; < F}~(v), X2 < F5 (v)},
0 < v < 1. Unter der Annahme C(v,v) # 0 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass X7 unter seinem x1-Quantil und X unter seinem xo-Quantil liegt unter
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der Bedingung, dass beide unter ihrem v-Quantil liegen, gegeben durch
C (.7}1, .1‘2)
C(v,v)

Betrachtet als eine Funktion von x; und x9 definiert dies eine bivariate Ver-

P(Xy < Fr(21), X2 < Fy(w2)|A,) = a1 € [0,0]

teilungsfunktion auf [0, 7]? und nach Sklars Theorem kénnen wir

C(xla .’Eg) 0
Cw,v) Co(F) (1), Fly)(22)), 1, 22 € [0, V] (2.4)
schreiben fiir eine bestimmte Copula C9 und stetige Randverteilungen
C(x,v)

Foy (@) = P(X1 < F{~(2)|Ay) = 0<z<y (2.5)

C(v,v)
Diese bestimmte Copula kann geschrieben werden als
OB,y < CFR 1) P 02)
C(v,v)
und wird als die untere Schranken-Copula von C auf Hohe v bezeichnet. Juri
und Wiithrich (2002), die diesen Ansatz entwickelt haben, bezeichnen sie als
untere Flankenabhéngigkeits-Copula (LTDC).

(2.6)

Es ist von Interesse, Grenzwerte fiir diese Copula fiir ¥ — 0 zu finden. Man
bezeichnet eine Copula C' als untere Grenz-Schranken-Copula, wenn sie die

Gleichung
Cp(u1, ug) = C(ua, ug) (2.7)

fiir ein beliebiges 0 < v < 1 erfiillt.

Beispiel 2.3.2 (Die Clayton-Copula als Grenze der unteren Schranken-Co-

pula)

Fiir die Standard bivariate Clayton-Copula kénnen wir F{,) nach (2.5) leicht

berechnen als

Foy () = (2 jiey—e _}1)—91/9
2u=0—1)-Y

,0<z <v
und die Inverse ist
Foy(z) = w2l =1+ 41— ) 0<u<
Also kann die untere Schranken-Copula fiir die Clayton-Copula aus (2.6)
berechnet werden und man kann nachpriifen, dass diese wieder die Clayton-

Copula ist. Mit anderen Worten: Die Clayton-Copula ist eine untere Grenz-

Schranken-Copula, weil (2.7) erfiillt ist
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2.3.2 Obere Schranken-Copulas und ihre Grenzen

Um obere Schranken-Copulas zu definieren, betrachteb wir wieder einen Zu-
fallsvektor (X7, X2) mit Copula C' und Randverteilungen F; und F». Diesmal
bedingen wir auf das Ereignis 4, = {X; > F;~(v), X2 > Fy (1)}, 0< v < 1.
Wir erhalten die Gleichung

C(a;l,azg)

P(X1 > F(11), X2 > Fy (22)|A) = =" 21,29 € [1,1].
Cv,v)

Weil % eine bivariate Uberlebensfunktion auf [v, 1]? definiert, konnen
wir

C(z1,72) ~1,= —

———= =C, (G (x1), Gy (22)), 1,22 € [V, 1 2.8

Cov) (Gy(21), Gy (22)), 21, 22 € [1,1] (2.8)

schreiben fiir eine Uberlebenscopula C'\i einer Copula C! und marginale
Uberlebensfunktionen

Goy@) = P(X1 > F (@A) = 259 < p < (2.9)

C(v,v)

Die Copula C} wird als obere Schranken-Copula auf Hohe v bezeichnet und
es ist nun von Interesse, Grenzwerte fiir v — 1 zu finden, die als obere Grenz-
Schranken-Copulas bezeichnet werden. Wie das folgende Lemma zeigt, ge-
niigt es eigentlich, entweder nur untere oder nur obere Schranken-Copulas

zu betrachten, da aus den Ergebnissen des einen die des anderen folgen.

Lemma 2.3.3
Die Uberlebens-Copula der oberen Schranken-Copula von C auf Hohe v ist

die untere Schranken-Copula von C auf Hohe 1 — v.

Beweis. Wir benutzen die Gleichung C(uy,us) = C(1 — ug,1 — ug) und

(2.9), um (2.8) umzuschreiben zu

6(1—x1,1—x2)_61<6(1—1‘1,1—V) 6(1—1/,1—3:2))
Cl—v,1—v) CCl-v1-v) CA-v1-v)

Wenn wir y3 =1 — 21, y2 = 1 — 22 und w = 1 — v schreiben, haben wir

(y1,0) Clw,y2)

Clyr, o) _ oL 2
Clw,w)

Clw,w)

)’y17y2 € [vaL
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und der Vergleich mit (2.4) und (2.5) zeigt, dass 611_w die untere Schranken-

Copula von C auf Hohe w = 1 — v sein muss. |

Es folgt, dass die Uberlebens-Copulas von unteren Grenz-Schranken-Copulas
obere Grenz-Schranken-Copulas sind. Die Clayton-Copula ist also eine obere

Grenz-Schranken-Copula.

2.3.3 Grenzen von Schranken-Copulas in der Praxis

Schranken-Copulas und ihre Grenzen in mehr als zwei Dimensionen sind noch
nicht ausfithrlich untersucht worden. Auferdem haben nicht-austauschbare
bivariate Copulas meistens keine Grenzwerte. Daher liegt der praktische Nut-
zen der vorgestellten Ideen weitestgehend bei bivariaten Anwendungen, wo-
bei Schranken bei ungefahr gleichen Quantilen gesetzt werden und eine sym-

metrische Abhéngigkeitsstruktur angenommen wird.



