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1. Vasicek Modell (1977)

1.1 Einfihrung

Vasicek schlug das folgende Modell fiir die risikofreie Zinsrate r(t) vor, tessieauf der SDGL
dr(t)=a(u—r(t))dt+odW/(t).

W (t) ist die Standard Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Maf Q und
a,uno>0

Es ist auch unter dem Naménmnstein Uhlenbeck Prozebgkannt.

Das Schlusselmerkmal ist didean-Reversioimittlere Umkehrung) Struktur:

D.h der Prozess hat jederzeit die Tendenz, einen mittleren Wert anzustrebe

Bedeutung der Konstanten:

u langristig erwartete risikofreie Rate
o lokale Volatilitat

a mean reversion speed

Bemerkung:
2

Flr s > 0 ist r(t+s) gegeben durch r(IN~ p( 1 — €) r(t) e*, g— (1-¢9)
o

Die Standardabweichung ist

2
o — 20
—(1-e
2 | )

und flr S—o erhalten wir die langfristige Standardabweichun?%

1.1 Bond - und Optionspreise

Bemerkung:
Man nennt eine Funktion P(t,T) eiaffine Funktionwenn sie von der Form

P@tT) = exp [A®LT) - BET) X(t) ] ist.

Theorem 1;



(@) Preise fur Zerobonds sind durch die folgende Formel gegeben:
P(t’T) = exp [A(t,T) - B(t,T) r(t) ]

wobei gilt:
B(t,T)=—(1_e:(T_t))
At T)=(B(t, T)=(T =) (u=_5) - Bt TV

(b) Der Preis einer européischen Call Option mit einem Zerobond als Und€fijliig zum

Zeitpunkt S) und Ausibungspreis K zum Ausubungszeitpunkt T (T<S) ist:
V() = P(t,S)® (di) — K P(t, T)® ()

wobei gilt:
@ (z) ist die kumulative Verteilungsfunktion einer standardnorntilten Zufallsvariable

2. Das Cox- Ingersoll- Ross Modell (1985)

2.1 Einfiihrung

Cox, Ingersoll und Ross schlugen das folgende Modell fur die risikofreie &néijavor, basierend auf der

SDGL:
dr(t)=a(u—r(t)dt+or(t)dW(t)
W(t) ist die Standard Brownsche Bewegung unter dem risikoneutralen Maf3 Q und

a,no >0

In dem nachsten Theorem werden die Eigenschaften des Cox — IngersollMddesis angegeben.

Zuvor muss man difichtzentrale) Chi-Quadrat Verteilurajnfiihren:

Definition:
Seien 4, ..., Z, standardnormalverteilte Zufallsvariablen.



n

Dann gilt: Z Zi2 ~x*(n) mit n Freiheitsgraden.
i=1

Die Dichtefunktion ist:

-1 =X
x? e?)

fur x>0, f (x)=0 firx<0, () st die Gammafunktion

Seien 4, ..., Z,normalverteilte Zufallsvariablen, die Erwartungswenind Varianz 1 haben.

n
Gegeben sind zwei Parameter: n und der Nichtszentralitatspararredewobei /1=Z u?
i=1

n
Danngilt: Y, Z? ~x(n,}).
i=1
Die Dichtefunktion ist:
-1 .
(exp(7(x+/1))) 2t

f (x)= >
» e

) fur x>0, f (x)=0 fur x<O0.

Theorem 2;

(@) Die Laplace Transformation nimmt die affine Form
T
Pt T, rv,o)=E]| exp(—vj r(s)ds—wr(T)) |r(t)=r].
t
=exp[At, Tv,0)—B({, T,v,0)r],

an, wobei gilt:

20

(y(v)+a)(T-t)/2
At Tv,0)= —  log( (2y(v)e )
o

(c°w+y(v)+a) (€T =1)+2y(v))

)

y(v) = \/oc2+ 26%v

(0(2y(V)+(y(v)=a) (VT V=1))+2v(e"T=1))

B(LT.v )= (P w+y(v)+a) (€T V=1)+2y(v))

(b) Wahlt marnv = 1 undw = 0 erhalt man den Preis des Zerobonds:
Pt T, = exg[A(T-t)-B(T-t)r] ,
wobei gilt:

_ (y+a)z/2
A(r)=2lzu log( (2y€ )

o ((y+a)(€°=1)+2y)

Y= Va+26°




S0 (2(e"=1))
B(z) = -
((y+a)(€"=1)+2y)
(© Gegeben r(0) =r, hat r(T)4 kine Nichtzentrale Chi - Quadrat Verteilung unter Q mitogh/s?
Freiheitsgraden und Nichtzentralitatsparamkgemwobei gilt:

__(4ar(0)) _ (o’(1-e))
o ety MRS T

(d) Gegebenr(0)=r>0, sei U =inf{t: r{tP} (wobeiinf @ =w).
Dann gilt: 21 >06* =>Pr (U =) =1 und 2p<oc®*=>Pr(U<w)=1

(e) Sei C der Preis zum Zeitpunkt O einer europaischen Call Option ralfadels mit Falligkeit
U =T +1, einem Auslbungsdatum T und einem Austbungspreis K.
Gegeben r(0) =, gilt:

C=P (0, T+, 1)%%(d, A, y) —K P (0, T, r)? (d, A2 ¥2),
wobeiy?(d, &; y) die kumulative Verteilungsfunktion der Nichtzentralen Chi-Quadratieifeng ist

mit d Freiheitsgraden und Nichtzentralitatsparameter
Die Inputs sind wie folgt berechnet:

g = 4o

2 )

1= (8y’er)
Y (6%(€T=1)(2y+(y+a+a’B(U=T))(€"-1)))

L (8% r)
o =121+ (yra) (€ ~1))

K= (o°(e"-1))
Y (2(2y+(y+a+d’B(U=T))(e"=1)))"

(o*(e" 1))
(2(2y+(y+a)(€"~1))’

(A(U-=T)-logK)
(B(U-T))

r*=

ylzr*/kl,
ygzr*/kg

2.2 Der Multidimensionale Ornstein- Uhlenbeck Prozess

Seien X (1), Xz (1), ..., % (1) n unabhangige Ornstein — Uhlenbeck Prozesse mit



d X () =-% a X (1) dt +Vo d W, (1).

Wir wissen bereits, dass ¥) ~N ( X; (0) €2, 1 — &)
Betrachten wir den Vektor X (t) = (:Xt), ..., % (t))".
Der Quadrat Radius von diesem Vektor Prozess ist

RM= D X, (1) (1)
i=1

Dann qilt

n

dR ()= X (2X (t)dX;(t)+d(X;)(1))

i=1

= —oczn: xi(t)zdt+2_§n‘, X;(t)V adW,(t)+ ne dt

= a(n=R(t))dt+v4aR(t)d W (t)

Wenn wir6 = 4a/c® und n = 4p/c® wahlen, erhalten wir
r¢)=R(t)/0 2

Bemerkung:
Betrachte Gleichungen (1) und (2).

Da alle X(t) mit der selben identischen Varianz normalverteilt sind,rsglie dass
R (t) / [1 — €] Nichtzentral Chi Quadrat verteilt ist mit n Freiheitsgraden und
Nichtzentralitatsparametar= 4ar(0) / [¢* (" - 1)].

Fir n = 4p/o® ganzzahlig hatet(t)/c® (1 — €*) eine Nichtzentrale Chi Quadrat Verteilung mit
A = dor(0)/o? (¢* - 1)

3. Vergleich zwischen dem Vasicek und dem CIR Modell

Wir haben nun Unterschiede und Gemeinsamkeiten der beiden Moeilgsgefunden.

Der Prozel} der risikofreien Zinsrate r(t) hat zum Beispiel denhgleiDriftterma(u — r(t)), aber sie haben
verschiedene Volatilitatsfunktionenundo \/m

Zusatzlich wird die Parameterwahl unterschiedlich sein.

Aus mathematischer qualitativer Sicht sind das zwei ganz unterscheModelle, die eine separate
Analyse verdienen.

Es stellt sich aber die Frage, ob die Modelle Resultate liefern, doguanstativer Sicht bedeutsam
unterschiedlich sind.

In der folgenden Tabelle sind Beispielparameterwerte, die wir bengiéieh der beiden Modelle
verwenden werden:

Modell o [ c
Vasicek 0,06 0,25 0,02
CIR 0,06015 0,232 0,082




3.1 Forward Rate Kurve

+ die Volatilitdt von r(t) unter dem CIR Modell approximiert die Volditiunter dem Vasicek Modell,
wenn r(t) =pcir; Ocir \/,UCIR ~ Ovas

- Die Grenzforward Raten sind unter dem Vasicek MogieH? / 202
und unter dem CIR Modeljto. (y -0) /® mit v = /¢2+ 262
Die Parameter sind so gewahlt, dass die Grenzraten gleich sind.

+ awurde so gewahlt, dass die Form der Forward Rate Kurven beider Moddde Anfangswerten
gleich sind.

Man stellt fest, dass der Unterschied der beiden Forward Rates Kurversfii@dene Anfangswerte r(0)

jeweils sehr gering (weniger als 0,1%) ist und sich die Grenzrateruadfder Parameterwahl entsprechen.
Die Modelle liefern hier also gleiche Resultate.

3.1 Optionspreise

Generelle Beobachtungen:

« Der Preis fallt, wenn K steigt
+ steigt r(0) von 0,02 zu 0,15 dann fallt der Preis der Option

Vergleiche:

- fir einige Werte von r(0) und K sind die beiden Modelle sehr ahnlich

« das Vasicek Modell hat beinahe immer wesentlich hdhere Call Optisespir hohe K

- furr(0) = 0,02 sind die Preise des Vasicek Modells generell hoher alesiiéIR Modells,
fur r(0) = 0,15 sind sie eher niedriger

Ausblick:

Zwei weitere Modelle wurde von Ho und Lee (1986) und Hull und White (199sehit, die zu dem
Merton bzw. Vasicek Modell korrespondieren.

Diese Modelle werden in den nachsten Vortradgen untersucht. In beiden lktinen analytische Losungen
fur Bond und Option Preise gefunden werden.



