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6. Sei (Xn,Fn) ein Martingal und T eine beschränkte Stoppzeit. Dann
gilt EXT = EX1.

7. Seien X1, X2, . . . unabhängig identisch verteilte Zufallsvariablen mit

EX1 = 0 und EX2
1 = σ2 < ∞. Dann ist

(∑n
j=1 X1

)2

− nσ2 ein Martingal.

8. Ist (Xn,Fn) ein Submartingal und c eine Konstante, so ist
(max{Xn, c},Fn) ebenfalls ein Submartingal.

9. (Quadratintegrierbare Martingale.) Sei (Xn,Fn) ein Martingal mit
EX2

n < ∞ für n ∈ N. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(i) X2
n ist ein Submartingal.

(ii) EX2
n wächst in n.

(iii) E(XnXn+1|Fn) = X2
n.

(iv) E((Xn+1 −Xn)2|Fn)=E(X2
n+1 −X2

n|Fn).

(v) Setze A0 = 0 und An = An−1 + E(X2
n −X2

n−1|Fn). Dann ist An Fn−1-
meßbar und nichtfallend in n und X2

n−An ist ein Martingal. (An heißt
Kompensator von X2

n.)

10. Seien X1, X2, . . . und Y1, Y2, . . . Zufallsvariablen. Es habe (X1, . . . Xn)
eine positive Dichte fn und (Y1, . . . Yn) eine Dichte gn für n ∈ N. Dann ist
gn(X1, . . . , Xn)/fn(X1, . . . Xn) ein Martingal.


