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11. Ist (Mn,Fn) ein Martingal, dann auch (Xn,Fn) mit

Xn =
n∑

k=1

1

k
(Mk −Mk−1).

Ist die Folge (EM2
n) beschränkt, so konvergiert Xn fast sicher und in L2.

12. Sei X1, X2, . . . eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in [0, 1]
und Fn = F(X1, . . . , Xn). Gilt

P (Xn+1 =
Xn

2
|Fn) = 1−Xn und P (Xn+1 =

1 + Xn

2
|Fn) = Xn,

dann ist (Xn,Fn) ein Martingal. Zeigen Sie ferner, dass Xn fast sicher und
in L2 konvergiert.

13. Sei Xn wie in Aufgabe 12 und Z = limn→∞Xn. Zeigen Sie die
folgende Aussagen.

(i) E((Xn+1 −Xn)2) = 1
4
E(Xn(1−Xn)).

(ii) E(Z(1− Z)) = 0 und Z ist Bernoulli-verteilt.

14. (Berechnung einer Dichte.) Sei Sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeit-
sraum und F = σ

⋃
An, wobei An = {An1, An2, . . .} eine Zerlegung von Ω

und An+1 feiner als An ist. Sei ν ein endliches signiertes Maß mit P -Dichte
f . Dann gilt

νAni(ω)

PAni(ω)

→ f(ω) fast sicher,

wenn i(ω) durch ω ∈ Ani(ω) definiert ist.

15. Charakterisieren Sie die Irrfahrten, die Submartingale, Supermartin-
gale oder Martingale sind.


