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46. Sei Z1, Z2, . . . eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit P (Z1 = 1) = P (Z1 = −1) = 1

2
, und Sn =

∑n
i=1 Zi. Für

a ∈ N sei τ = inf{n : Sn = a} die Eintrittszeit in a.

(a) Zeigen Sie, dass für θ ∈ R der Prozess

Xθ
n =

eθSn

(cosh θ)n

ein Martingal ist. Ist θ ≥ 0, dann ist Xθ
n∧τ ein beschränktes Martingal.

(b) Zeigen Sie, dass für θ ≥ 0 der Prozess Xθ
n∧τ fast sicher und in L2 gegen

eθa

(cosh θ)τ 1{τ<+∞} konvergiert.

47. Sei X1, X2, . . . eine Folge von unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit X1 ∼ N(m, σ2) und m < 0. Ferner sei S0 = 0, Sn =∑n

j=0 Xj und W = supn≥0 Sn.

(a) Zeigen Sie, dass P (W < ∞) = 1.

(b) Verifizieren Sie, dass für alle λ ∈ R

EeλX1 = e
1
2
λ2σ2

eλm

gilt, und berechnen Sie E(eλSn+1|σ(S1, . . . , Sn)).

(c) Bestimmen Sie ein λ0, so dass eλ0Sn ein Martingal ist.

48. Sei B die Brownsche Bewegung und Mt = sup0<s<t Bs. Bestimmen
Sie die bedingte Verteilung von Mt gegeben Bt = Mt.

49. Ist B die Brownsche Bewegung, dann sind bekanntlich B2
t − t und

B4
t − 6tB2

t + 3t2 Martingale. Bestimmen Sie zwei ähnliche Martingale, deren
führender Term B3

t bzw. B5
t ist.



50. Sei B die Brownsche Bewegung. Für jedes t gilt:

lim sup
h↓0

|Bt+h −Bt|
h

1
2

= ∞ fast sicher.

Die Pfade sind also nicht Hölder-stetig der Ordnung 1
2
.


