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61. Ist X ein lokales Martingal, und sind S und T Stoppzeiten, so daß
XS und XT gleichmäßig integrierbare Martingale sind, dann ist XS∨T ein
gleichmäßig integrierbares Martingal.

62. Sind M und N unabhängige stetige lokale Martingale, so ist MN ein
stetiges lokales Martingal, und [M, N ] = 0.

63. Sei X stetig, adaptiert und L-dominiert durch einen wachsenden
Prozeß A:

E|XT | ≤ EAT für jede beschränkte Stoppzeit T.

Dann gilt für jede Stoppzeit T und ε > 0:

P (sup
s≤T

|Xs| ≥ ε) ≤ ε−1EAT .

64. (Lenglart-Ungleichung.) Ist X stetig, adaptiert und L-dominiert
durch einen wachsenden Prozeß A, so gilt für jede Stoppzeit T und ε, δ > 0:

P (sup
s≤T

|Xs| ≥ ε) ≤ ε−1Eδ ∧ AT + P (AT ≥ δ).

65. Ist M ein stetiges lokales Martingal mit M0 = 0 und T eine Stoppzeit,
so gilt

a) EMT 2 ≤ E[M, M ]T und

b) P (sups≤T |Ms| ≥ ε) ≤ ε−2Eδ ∧ [M, M ]T + P ([M, M ]T ≥ δ).

(Hinweis: Verwenden Sie für den ersten Teil der Aufgabe das Lemma
von Fatou.)


