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Die charakteristische Funktion ϕX eines Zufallsvektors X ist definiert
durch ϕX(t) = E exp(it>X).

Es gilt folgende mehrdimensionale Version des Stetigkeitssatzes für cha-
rakteristische Funktionen.

a) Gilt Xn ⇒ X, dann gilt ϕXn → ϕX punktweise.
b) Hat ϕXn einen punktweisen Limes ϕ, und ist ϕ stetig in 0, so gibt es

einen Zufallsvektor X mit Xn ⇒ X und ϕ = ϕX .

Sei µ ein k-dimensionaler Vektor und Σ eine positiv definite k × k Ma-
trix. Die k-dimensionale Normalverteilung Nµ,Σ mit Mittelwertvektor µ und
Kovarianzmatrix Σ hat die Dichte

pµ,Σ(x) = (2π)−k/2(det Σ)−1/2 exp
(
− 1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
.

Es gilt folgende mehrdimensionale Version des zentralen Grenzwertsatzes.
Sind X,X1, X2, . . . unabhängige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Mittelwertvektor µ = EX und Kovarianzmatrix Σ = E(X − µ)(X − µ)>,
dann gilt

n−1/2

n∑
i=1

(Xi − µ)⇒ Nµ,Σ.

1. (Cramér und Wold.) Seien X, X1, X2, . . . k-dimensionale Zufallsvek-
toren. Es gilt Xn ⇒ X genau dann, wenn a>Xn ⇒ a>X für alle a ∈ Rk.



2. Seien X,X1, X2, . . . i.i.d., und für j = 1, . . . , k seien hj reellwertige
Funktionen mit Ehj(X) = 0 und Eh2

j(X) < ∞. Seien Tnj asymptotisch
lineare Schätzer für tj mit Einflußfunktion hj(X):

n1/2(Tnj − tj) = n−1/2

n∑
i=1

hj(Xi) + op(1).

Zeigen Sie mit Tn = (Tn1, . . . , Tnk)
>, t = (t1, . . . , tk)

>, h = (h1, . . . , hk)
>:

a) Die Schätzer Tn sind asymptotisch linear für t mit Einflußfunktion h:

n1/2(Tn − t) = n−1/2

n∑
i=1

h(Xi) + op(1).

b) Hat Σ = Eh(X)h(X)> eine von 0 verschiedene Determinante, so gilt
n1/2(Tn − t)⇒ N0,Σ.

3. In der Situation der vorigen Aufgabe sei f : Rk → Rm mit stetigen
partiellen Ableitungen in t.

a) Zeigen Sie, daß f(Tn) asymptotisch linear ist.
b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der n1/2(f(Tn)−f(t)) asymptotisch

normal (mit nicht ausgearteter Kovarianzmatrix) ist.

4. Seien X, X1, X2, . . . i.i.d. Seien Sn, Tn reellwertige Schätzer für t
mit Einflußfunktionen g(X), h(X), so daß Eg(X) = Eh(X) = 0 und σ2 =
Eg2(X) = Eh2(X) <∞ gilt. Dann ist das arithmetische Mittel (Sn + Tn)/2
asymptotisch nicht schlechter als Sn oder Tn. Wie gut kann es werden?

5. Wie ist log dNn
n−1/2t,1

/dNn
0,1 verteilt?


