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Seien Xp−1, . . . , Xn Beobachtungen einer Markov-Kette. Ordnung p.

Gegeben: parametrisches Modell für den bedingten Erwartungswert:

E(Xi|Xi−1) = rϑ(Xi−1)

mit Xi−1 = (Xi−p, . . . , Xi−1). Äquivalente Beschreibung des Modells:

Xi − rϑ(Xi−1) ist Martingal-Inkrement.

Übliche Schätzer: Martingal-Schätzgleichungen

n∑
i=1

wϑ(Xi−1)
(
Xi − rϑ(Xi−1)

)
= 0.

Optimale Gewichte

wϑ(Xi−1) = σ−2(Xi−1)ṙϑ(Xi−1)

mit σ2(Xi−1) = E((Xi − rϑ(Xi−1))
2|Xi−1) und ṙϑ Gradient von rϑ.

Die optimalen Gewichte müssen geschätzt werden: σ2(Xi−1) durch

Nadaraya–Watson-Schätzer ersetzen. Effizient: Wef 1996 AS.



Jetzt zusätzliche strukturelle Annahmen and die Übergangsverteilung

des Martingals. Setze

εi = Xi − rϑ(Xi−1).

Bezeichne t(Xi−1, y) bedingte Dichte von εi. Es gilt
∫

yt(x, y) dy = 0

mit x = (x1, . . . , xp).

1. t ist partiell unabhängig von der Vergangenheit

t(x, y) = t0(Bx, y), B : Rp → Rq, q ≤ p.

Beispiel: kürzeres Gedächtnis: B(x1, . . . , xp) = (xp−q, . . . , xp).

Beispiel: unabhängige Innovationen: Bx = 0.

2. t ist invariant unter Gruppe von Transformationen

t(z) = t(Bjz), Bj : Rp+1 → Rp+1, j = 1, . . . , m, z = (x, y).

Beispiel: symmetrisch um 0: t(x, y) = t(−x,−y).

Beispiel: bedingt symmetrisch: t(x, y) = t(x,2xp − y).



Effiziente Schätzer nicht mehr durch Schätzgleichung.

Stattdessen ähnlich wie bei unabhängigen Innovationen,

Koul/Schick 1997 Bernoulli:

Erst effiziente Scorefunktion s(x, y) bestimmen.

Ein effizienter Schätzer ϑ̂ ist charakterisiert durch

ϑ̂ = ϑ + Λ−11

n

n∑
i=1

s(Xi−1, εi) + op(n
−1/2)

mit Λ = E[s(X, ε)s>(X, ε)] “Informationsmatrix” für ϑ

(und Λ−1s(x, y) “Gradient” für ϑ).

Er wird konstruiert mit one-step (Newton–Raphson)

ϑ̂ = ϑ̃ + Λ̃−11

n

n∑
i=1

s̃(Xi−1, ε̃i).

mit Schätzer s̃, geschätzten Innovationen ε̃i = Xi − rϑ̃(Xi−1), und

Λ̃ =
1

n

n∑
i=1

s̃(Xi−1, ε̃i)s̃
>(Xi−1, ε̃i).



1. t ist partiell unabhängig von der Vergangenheit

t(x, y) = t0(Bx, y), B : Rp → Rq, q ≤ p.

Setze t′0(Bx, y) = ∂yt0(Bx, y) und

`0 = −t′0/t0, σ2
0(BX) = E(ε2|BX), %(BX) = E(ṙϑ(X)|BX).

Effiziente Scorefunktion (das Argument lasse ich weg):

s(X, ε) = (ṙϑ(X)− %(BX))`0(BX, ε) + %(BX)σ−2
0 (BX)ε.

Schätze t0 mit Kernschätzer und Beobachtungen BXi.

Sei g die Dichte von Xi−1. Schreibe

%(b) =

∫
Bx=b ṙ(x)g(x) dx∫

Bx=b g(x) dx
.

Zu schätzen mit verallgemeinertem Nadaraya–Watson-Schätzer.

Ebenso für σ2
0.

Beispiel: nichtparametrisch: Bx = x, t0 = t, σ0 = σ, % = E[ṙϑ(X)].



2. t ist invariant unter Gruppe von Transformationen

t(z) = t(Bjz), Bj : Rp+1 → Rp+1, j = 1, . . . , m, z = (x, y).

Setze t′(x, y) = ∂yt(x, y), ` = −t′/t, σ2(X) = E(ε2|X) und

λ(x, y) = ṙϑ(x)`(x, y), µ(x, y) = ṙϑ(x)σ−2(x)y.

Symmetrisiere λ und µ,

λ0(z) =
1

n

n∑
j=1

λ(Bjz), µ0(z) =
1

n

n∑
j=1

µ(Bjz).

Effiziente Scorefunktion:

s = λ− λ0 + µ0.

Schätze t mit Kernschätzer, σ2 mit Nadaraya–Watson-Schätzer.

Keine Verbesserung, wenn ε bedingt normalverteilt ist.

Dann `(x, y) = σ−2(x)y, also λ− µ = 0, also λ0 − µ0 = 0.


