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Diese Notizen befinden sich die Definitionen und Satze des Kurses: ,Elementary
Number Theory” des Sommersemesters an der Universitit zu Koln. Hier findet man
normalerweise keine Beweisen, aber manchmal die Idee dabei. Man kann die Bewei-
sen aus fast jedem Zahlentheoriebuch finden, aber wére es besser, wenn man ohne
Hilfe zu beweisen versuchen wiirde. Auf jeden Fall, wir besprechen alles wiahrend
der Vorlesungen.

1. 11 APRIL

Man versucht in der Zahlentheorie Fragen iiber die natiirlichen Zahlen N = {1,2...}
zu beantworten. Die ganzen Zahlen Z, der Korper Q, und oftmals andere Ringen
und Korper sind oft hilfreich darum.

Zwei Fragen von Zahlentheorie:

e Welche n € N konnen als Summe von zwei Quadrate geschrieben werden?
(Einfacher: fiir welche Primzahlen p kann man a,b € Z finden, damit p =
a® + b? ist?)

e Kann man jeden PPT! (a,b,c) ausschreiben?? Definition: (a,b,c) € N? ist
eine PPT, falls a® + b* = ¢ und ggT(a,b,c) = 1.

2. 14 APRIL

Bekanntes

e 7 ist mit gewohnlicher Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring
mit Eins 1.

Zur Erinnerung

Ein Ring R ist eine nichtleere Menge mit zwei bindren Operationen + und
-, so dass gilt

(i) (R,+) abelsche Gruppe
* abg. bzgl. Addition
x Assoziativitéitsgesetz
% Neutrales Element 0
* Inverses
x abelscha+b=0b+a Ya,b € R

Lauf Englisch: PPT=primitive Pythagorean triple.
2Wir haben (3,4,5) und (5,12,13), die PPTs sind. Gibt es andere? Wie viele?



(i) Assoziativitétsgesetz fiir Multiplikation
(iii) Distributivgesetz
(a+b)c = ac+ bc

kommutativer Ring:
ab = ba Va,b € R
Ring mat Eins 1:

e 7 ist Integritatsring
a,be ab=0=a=0oder b=0
(wenn dies nicht gelten wiirde, hiefen a,b Nullteiler.)

e Wohlordnungsprinzip (N pos. ganze Zahlen)
Essei ACN,A#(
Dann gibt es ein kleinstes Element in A, d.h. da € A, sodassa <z Vz € A.

Satz 2.1 (Divisionsalgorithmus). Fir a € N,b € Z existieren eindeutig bestimmte
¢rE€Z mitb=qa+r und 0 <r <a.

Idee des Beweises: Die Menge A = {b—qa | ¢ € Z,b — qa > 0} ist nicht leer. Sei
r € A das kleinstes element. 0

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring, a,b € R.
a heilt ein Teiler von b (b ist durch a teilbar, b ist ein Vielfaches von a), wenn es
ein ¢ € R gibt mit b = qa.
Zeichen:
alb <> a1b

Bemerkung. Falls R ein Integritatsring ist, a # 0, a|b, so gibt es genau ein ¢ € R, so
dass b = qa.

Satz 2.2. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins 1,a,b,c,d,u,v € R. Dann gilt:
(1) 1]a,a|a,al0.

(

2) Aus a|bundb|c folgt a| c.

(3) Ausd | a und d | b folgt d | (ua + vb).
(4) Aus a | b folgt a | bc und ac | be.

(5) Aus 0| a folgt a = 0.

Sei R nun ein Integritdtsring. Dann gilt:



(6) Aus av | bv und v # 0 folgt a | b.
In R=17 qilt:

(7) Die einzigen Teiler von 1 sind £1.

(8) Wenn a | b undb | a, dann gilt a = +b.

(9) Wenn a | b und b # 0, dann |a| < |b).
Beweis: z.B. (6)

bv=qav = (b—qa)v=0=b—qgqa=0=b=qa=a]|b.
0

Definition. Jede natiirliche Zahl n hat die Teiler 1 und n. Falls p > 1 nur die Teiler
1 und p hat, so heifst p eine Primzahl.

(1 wird nicht als Primzahl angesehen. — Probleme z.B. bei eindeutiger Primzahl-
zerlegung, die wir spéter zeigen.)

Satz 2.3. Jede natiirliche Zahln > 1 kann als Produkt von endlich vielen Primzah-
len dargestellt werden.

Beweis: Induktiv. n = 2 ist eine Primzahl. Sei n > 2 und jede Zahl m € N mit
2 < m < n sei Produkt endlich vieler Primzahlen. Falls n eine Primzahl ist, sind
wir fertig. Sonst hat n einen Teiler m; mit 2 < my < n, n = mimeg, 2 < My <
n. Nach Induktionsvorraussetzung sind sowohl m; und ms Produkte endlich vieler
Primzahlen, also auch n = myms;. O

Satz 2.4. FEs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (Euklid): Seien py, ..., p, Primzahlen. Dann ist N = p; - - - p, + 1 ist durch
keine der Zahlen py,...,p, teilbar. Nach Satz 2.3 besitzt N einen Primteiler, der

von pq, ..., p, verschieden ist. 0
Definition. Es sei R ein kommutativer Ring mit 1,a4,...,a,, € R. Ein Element
d € R heift ein gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,, falls d | a, 1 < k < m. Gilt
aukerdem fiir jeden weiteren Teiler 6 von ay, . .., a,, dass ¢ | d, so heikt d ein grofster
gemeinsamer Teiler von ay, ..., a,. Man schreibt d = ggT(ay, ..., an).
Ist 1 ein grofster gemeinsamer Teiler von aq, . . ., a,,, so heifen aq, ..., a,, teilerfremd.
Man nennt aq, ..., a,, paarweise teilerfremd falls

geT(aj,ar) =1 jke{l,....m},j#k.
Ein t € R heifit gemeinsames Vielfaches von ay, . .., a,, falls a; | t fir 1 < k < m.
Falls auferdem fiir jedes gemeinsame Vielfache s von ay,...,a,, auch t | s gilt,
so heifst t ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq,...,a,,. Man schreibt ¢t =

kgV(a, ..., anm).
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Es sei R ein Ring mit 1. Ein element v € R heifst eine Finheit falls es v € R
gibt, damit uv = 1 gilt. Die Menge aller Einheiten heifst die Einheitengruppe. Man
schriebt

R* ={u € R | u ist eine Einheit}.
Ein Kodrper ist ein kommutativer Ring K mit K* = K \ {0}.
Beispiele von Ringen:
e 7: die einzigen Einheiten sind +1.
e Die Gaufchen Zahlen: Z[i| = {a +ib | a,b € Z} mit Z[i|* = {£1, £i}.
e Falls R ein Ring ist und n € N, dann ist

aip -+ Qin
MN(R) = aij € R
Qp1 -+ Qpp
ein Ring.
e Falls R ein Ring ist, dann ist
R[z] :=={ap + @12 + - --a,2" | n € No,a; € R}

ein Ring. Wir nehnen R[x] Ring der Polynome in einer Variablen tber R.

Satz 3.1 (Euklidischer Algorithmus). Es seien a € Z, b € N. Dann gibt es ganze

Zahlen k>0 und ri,..., 7%, q1,-..,Qrr1 Mit
a = bql—l—rl O<ri<b
b = T1Q2 + 79 O0<ry <y
1 = T9Qq3 + T3 O<7“3<T'2
Th—o = Trh_aqr+7r 0<71p <rTi
Tk—1 = Trqk+1

Es gilt: rp = ggT(a,b).
Man erhdlt eine Losung z,y € Z von ax + by = ggT(a,b), indem man aus der
Gleichungskette ri_1,75_9,...,7r1 eliminiert.

Idee des Beweises: Falls g | a,b, benutzt man mehrmalig Satz 2.2 um ¢ | ry zu
zeigen. Genauso, zeigt man dass 7y, | a, b. U

Satz 3.2. Es seien a,b € Z und a # 0. Dann gilt
{az+by | 2,y € Z} = ggT(a, B)Z = {nggT(a,b) | n € Z}.
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Satz 3.3. Es seien a,b € Z, und xo,y0 € Z so dass axo+ byo = ggT(a,b). Dann ist
jede Lisung (z,y) € Z* der Form

ok Wk
" geT(a, )" " gaT(a,b)
mit k € 7.

4. 21 APRIL

Satz 4.1. Es seien ay, . ..,a, € Z, p Primzahl. Wenn p | a1as - - - a,, dann folgt a | a;
fur einege 1 < j <.

Idee des Beweises: Fiir r = 1 ist die Behauptung richtig. Sei p | ajas - - a,, p1 a;.
Schreibe a = a; und b = ay - - - a,.. Nach Satz 3.1 gibt es z,y € Z, so dass ax+py = 1.
Multiplikation mit b ergibt
abx + pby = b.
Nach Satz 2.3(3) folgt p | b. Nach Induktionsvorraussetzung folgt die Behauptung,.
O

Definition. Ein Integritéatsring R heiflt euklidischer Ring, falls es eine Gradfunktion
g: R\ {0} — Ny gibt, so dass in R der folgende Divisionsalgorithmus besteht:

Zu beliebigen a,b € R mit b # 0 existieren ¢, € R mit a = gb+ r wobei r = 0 oder
g(r) < g(b) ist.

Definition. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein z € R heift irreduzibel oder
unzerlegbar, falls x # 0 und z ¢ R* ist und falls jeder Teiler von x entweder Einheit
oder assoziiert zu x ist. Ein « € R heifst prim oder Primelement, falls x # 0 und
r & R* und falls aus a,b € R und z | ab stets folgt, dass = | a oder z | b.

Bemerkungen.
(1) Jedes Primelement ist irreduzibel.

(2) Nach Satz 4.1 ist in Z jedes irreduzible Element prim, dies gilt auch in einem
beliebigen euklidischen Ring.

Definition. Ist a eine ganze zu N teilerfremde Zahl, so heifst @ eine prime Restklasse
oder teilerfremde Restklasse. (Wohldefiniert, da mit a auch a+rN teilerfremd zu N
ist.) Bezeichne mit ¢(N) die Anzahl der primen Restklassen Fulersche Phi-Funktion.

Beispiel. Es sei N = 6. Dann sind 1,5 die primen Restklassen, also ¢(6) = 2.
Es sei N = 12. Dann sind 1,5,7, 11 die primen Restklassen, also ¢(12) = 4.
Die Menge {a1,,...,a,} CZ, (a;, N) = 1 heifst ein primes Restsystem

oder reduziertes Restsystem modulo N, wenn es zu jedem a € Z mit ggT(a, N) =1
genau ein 1 < j <r gibt, so dass a = a; (mod N).



Beispiel. {1,5,7,11} ist ein primes Restsystem modulo 12.

Bemerkung. Man verwendet Restklassen um zu zeigen, dass es keine Losungen

(r,y) € Q zu 2% + y* = 3 gibt. Idee: eine Losung existiert genauso wenn es
(a,b,c) € Z3 gibt mit ggT(a,b,c) =1 und
a® + b* = 332

Die Restklassen von Quadraten modulo 4 sind:

a (mod4)|a* (mod 4)
0 0
1 1
2 0
3 1

Nach a? + b* = 3¢? folgt a?, b2, ¢* = 0 (mod 4). Das ist troztdem ein Widerspruch,
da a, b, c gerade sein miissen, um diese Kongruenzen zu gelten.

5. 25 APRIL

Beispiel. Restklassen werden auch bunutzt zu zeigen: Sei n € N. Dann gilt 3 | n,
genauso wenn 3 die Summe der von n teilt. Dass heifst,
N

N
3ln=3a,100<q<9) « 3>
j=1

j=1
gilt.
Definition. Eine Gruppe (G, *) ist eine Menge G und eine bindren Operation
*:GxG—=G (man schreibt g x h := %(g, h)),
so dass Folgendes gilt.
e (Associativitiatsgesetz) a x (bxc) = (ax b) * ¢ fur alle a,b,c € G.

e (Neutrales Element) Es gibt e € G, damit exg = gxe = g fir alle g € G
gilt.

e (Inverses) Fiir jedes g € G existiert es ¢’ € G, damit gx g = ¢ xg = e.

Beispiel. e Sei N € Z, N > 1. Dann ist (Z/NZ,+) eine Gruppe mit a + b :=
a+b (mod N).

e Sei N € Z, N > 1. Dann ist (Z/NZ*,-) eine Gruppe mit a-b := ab (mod N).
Satz 5.1.

(1) G sei eine endliche Gruppe, e das neutrale Element und m ihre Ordnung.
Dann gilt: a™ = e fiir alle a € G.



(2) Eulerscher Satz
Fiir alle N € N und alle a € Z mit ggT(a, N) =1 gilt

a?™ =1 (mod N).

(3) Kleiner Fermatscher Satz
Ist p eine Primzahl, so gilt a?~* =1 (mod p) fiir alle a € Z mit pta und es
gilt a? = a (mod p) fir alle a € 7.

Idee des Beweises: Sei G eine abelsche Gruppe mit n = #G und G = {g1, - , gn }-
Fiir jedes g € G merkt man, dass G = {g* g1, - ,g * g }. Dann findet man dass

gn*(gl*QQ*-..*gn) = (9*91)*(9*92)*"'*(9*gn)291*92*"'*%
gilt, da G abelsche ist. Es folgt ¢" = e.

Teile (2) und (3) folgen nach (1) mit (G,x) = (Z/NZ*,-) bzw. (G,*) = (Z/pZ*,-).
0

Bemerkung. Satz 5.1(1) gilt fiir alle endlichen Gruppen. Der Beweis davon ist nicht
besonders schwer nur ldnger, aber wir brauchen in diesem Kurs so einen allgemeinen
Satz nicht.

6. 28 APRIL

Definition. Seien n > 1, b > 1 natiirliche Zahlen. n heif’t pseudoprim zur Basis
b, falls n nicht prim ist und " = b (mod n). Man nennt n pseudoprim, falls n
pseudoprim zur Basis 2 ist.

Beispiel. Alle Pseudoprimzahlen unter 2000 sind: 341, 561, 645, 1105, 1387, 1729, 1905.
Lehmer (1950) fand die erste gerade Pseudoprimzahl: 161038.

Beeger (1951): Es gibt unendlich viele gerade Pseudoprimzahlen (wir werden dies
spéter zeigen).

Definition. n € N heiltt vollkommen, falls n gleich der Summe seiner positiven
Teiler d < n ist. Also ist n vollkommen < o(n) = 2n, wobei

o(n)=> d.

d|n
d>0

Beispiel.

6=1+2+3,
W=1+2+4+7+14.

Satz 6.1.
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(1) Wenn p eine Primzahl der Form p = 2V —1 mit N € N ist, dann ist n =
2N=1p vollkommen.

(2) Wenn n eine gerade vollkommene Zahl ist, dann ist n = 2N=1(2V — 1) mat
N € N, wobei 2V — 1 prim ist.

Beispiele.
6=(2>-1)2,
28 = (2% - 1)2%,
496 = 31-16 = (2° — 1)2*,
Fragen.

(1) Gibt es ungerade vollkommene Zahlen?
Unklar. Vermutung, dass es keine gibt.

(2) Fiir welche n ist 2™ — 1 prim?
(Satz 6.1 fiihrt die Suche nach geraden vollkommenen Zahlen zuriick auf
Primzahlen der Form 2" — 1.)
Fira > 1, b > 1 gilt:

2% — 1= (2 — 1) (2" + 2072 4 427 +1).

Daher ist 2°° — 1 nicht prim. Fiir p Primzahl heifft M, = 2 — 1 eine Mer-
sennesche Zahl. Falls M, prim ist, heikt M, eine Mersennesche Primzahl.

Beispiel. My, M3, M5, M7 sind prim, aber M;; = 2047 = 23 - 89 ist nicht
prim.

Satz 6.2.

(1) Es sein € N mit 2 = 2 (mod n). Dann ist auch 2M» = 2 (mod M,,) fiir
M, =2 —1.

(2) Ist p eine Primzahl, dann ist M,, prim oder pseudoprim.
(3) Ist n pseudoprim, dann ist auch M, pseudoprim.
(4) Es gibt unendlich viele Pseudoprimzahlen (zur Basis 2).

Beweis:

(1) n =1 folgt, da M; = 1.
Sei nun n > 1 und 2" = 2 (mod n). Das heifst 2" = 2 + kn fiir ein & € N.
Dann ist 2M» = 22"71 = 2.2 Also

2Mn — 2 =2(2M — 1) = 2(2" — 1) (2~ 420  pom 41
=2M, (2(k_1)" +...42"+1) =0 (mod M,).
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Also gilt (1).

(2) Ist p prim, so gilt 2 = 2 (mod p) (Kleiner Fermatscher Satz).
Nach (1) ist daher M, prim oder pseudoprim.

(3) folgt nach (1) und (2). (Nicht prim nach Vorbemerkung.)

(4) 341 ist pseudoprim, eine unendliche Folge von Pseudoprimzahlen ist gegeben
durch
M3y, MM3417 MMMg417 ceee

OJ
Definition. Fiir ganze Zahlen n > 0 heilen F,, = 22" + 1 die Fermatschen Zahlen.

Bemerkung. Ist m keine Zweierpotenz, dann ist 2™ + 1 nicht prim. Denn schreibe
m = vt mit v € N, ¢ > 3 ungerade. Dann ist

2m 41 =2" 4 1= (2" +1)(2°071) — 200" 4 2" 1)
mit Faktoren > 1.
Satz 6.3. Fiir jedes n > 0 ist 2f» =2 (mod F,) und F, ist prim oder pseudoprim.
Beweis: Es ist F,, = 22" + 1, also 2%" = —1 (mod F},). Potenzieren ergibt
2%2" = (=1)* (mod F,) fiir alle a > 0.

Es ist
2Fn — 2k-2n+1 —9. 2k:~2"

mit k- 2" = 22" also k = 22"~ € 27Z. Daher ist
2fn = 2. 928" = 9(~1)* =2 (mod F),).
O

Definition. Eine natiirliche Zahl n > 1 heiltt eine Carmichael-Zahl, falls n nicht
prim ist und ™ = a (mod n) fiir alle a € Z.

Setzt man a = —1 ein, so folgt, dass jede Carmichael-Zahl ungerade ist. Fiir
Carmichael-Zahlen n und alle @ mit ggT(a,n) =1 gilt ¢ ' =1 (mod n).

Satz 6.4. Sein = py---p., v > 2, p1,...,p, verschiedene ungerade Primzahlen.
Fir jedes j = 1,...,1 sei ¢(p;) = p; — 1 ein Teiler von n — 1. Dann ist n eine
Carmichael-Zahl.

Beweis: n ist nicht prim, da r > 2. Fiir jedes j ist n — 1 = (p; — 1)k; mit k; € N.
Fir a € Z, p; t a folgt

"l — (aprl)kj =1 =1 (IIlOd pj)v
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nach dem kleinen Fermatschen Satz. Es folgt a” = a (mod p;) fiir alle a € Z und
alle j =1,...,r, also a” = a (mod n) fiir alle a € Z. O

Bemerkung. Es gibt genau drei Carmichael-Zahlen n < 2000, namlich
561 =3-11-17,
1106 =5-13- 17,
1729 =7-13-19.

Idee eines Testes fiir Zusammengesetztheit
Wenn fiir n — 1 = 2° - ¢, t ungerade, s > 1 und ein b € N die Fermat-Kongruenz
"1 ="' =1 (mod n) erfiillt ist, dann priife man auch die ,Quadratwurzeln“.

2= pi=1 bt (mod n).

Definition. Es seien n,b € N, n > 3 ungerade, ggT(n,b) =1 und n —1 = 2%t mit ¢
ungerade. n heilt stark pseudoprim zur Basis b, falls entweder b* = 1 (mod n) oder
b*'t = —1 (mod n) fiir ein r mit 0 < r < s gilt.

Satz 6.5.

(1) Ist n prim und n # 2, dann ist n stark pseudoprim zu jeder Basis b mit
ggT(b,n) = 1.

(2) Es sei n > 3 ungerade, quadratfrei und stark pseudoprim zu jeder Basis b
mit ggT(b,n) = 1. Dann ist n prim oder eine Carmichael-Zahl.

Beweis:

(1) Sei n # 2 prim, n — 1 = 2° mit ¢ ungerade. Nach dem kleinen Fermatschen
Satz gilt: b*'* = v" ' = 1 (mod n). Im Kérper F, hat 1 nur die beiden
Quadratwurzeln 1 und —1. Falls also 0" # 1 (mod n) ist, dann ist in der
Folge der Restklassen von bf, 5%, 52°t, ... b* 't modulo n die letzte von 1
verschiedene Restklasse gleich der Restklasse von —1. Also gibt es ein 7 mit
0<r<smith?t=—1 (mod n). Also ist n stark pseudoprim zu jeder Basis
b mit ggT(b,n) = 1.

(2) Durch wiederholtes Quadrieren folgt 0™ ' = 1 (mod n) fiir alle b € Z mit
geT(b,n) = 1. Da n quadratfrei ist, folgt b = b (mod n) fiir alle b € Z. Also
ist n prim oder eine Carmichael-Zahl.

O

t
~~
Beispiel. Es sei n = 561. Dann ist n — 1 =2*-"35 . Da 2° = —2 (mod 17) ist

2% = (2°)" = (-2)"=-22-2°=8 (mod 17) = 2** Z+1 (mod n).
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2°=-1 (mod 11) = 2¥ = -1 (mod 11) = 2** =1 (mod 11)
fir r € {1,2,3}. Also ist n nicht stark pseudoprim zur Basis 2.

Definition. Ist n nicht stark pseudoprim zur Basis b, dann heifst b ein Zeuge fiir
die Zerlegbarkeit von n.

Satz 6.6 (Satz von Rabin). Wenn n > 9 ungerade und zerlegbar ist, dann sind
mindestens % aller teilerfremden Reste b (mod n) Zeugen fiir die Zerlegbarkeit von
n.

Beweis: entfillt U

Rabin-Miller-Test
Wihle ein ,kleines* k und Basen by, . . ., bg. Es sei ein ,,grofies” ungerades n vorgelegt.

Man testet, ob n stark pseudoprim zu den Basen bq,..., b ist. Falls nicht, dann
ist n zusammengesetzt. Falls doch, wird n fiir ,wahrscheinlich prim* erkléart. Die
Wahrscheinlichkeit, dass n félschlicherweise fiir prim gehalten wird, ist nach dem
Satz von Rabin kleiner als 4% (falls die Zeugen unabh. sind).

7. 2 MAI

Satz 7.1 (Chinesischer Restsatz). Es seien die natiirlichen Zahlen m,n paarweise
teilerfremd.

Es seien a,b € Z gegeben mit ggT(m,a) = ggT(n,b) = 1.

Das System der Kongruenzen x = a (mod m) und x = b (mod n) besitzt genau eine
Léosung x modulo mn.

Idee des Beweises: Man benutzt die Abbildung:

f:Z/mnZ —7Z/mZ x Z/nZ,

f(a mod mn) — (¢ mod m,a mod n).
Man zeigt, dass f wohldefiniert und eine Bijektion ist, wenn ggT(m,n) =1 gilt. O

Satz 7.2. Sei ¢ die Eulersche Phi-Funktion. Dann gilt ¢(mn) = ¢(n)p(m), wenn
ggT(m,n) =1, und ¢(p°) = p® — p*~', wenn p Primzahl ist.

Idee des Beweises: Da ¢(N) = #(Z/NZ)* ist, folgt Satz 7.2 nach Satz 7.1. O
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Idee der offentlichen Verschliisselungsmethoden

(1) Am Nachrichtenaustausch nimmt eine ,grofe* Menge P von Personen P
teil. Jede Person hat einen oOffentlichen Schliissel Ep (E = encoding) und
einen privaten Schliissel Dp (D = decoding). Eine Nachricht ist eine Zahl
N €{0,1,2,...,n—1} = N, n fest vereinbart und Fp und Dp sind bijektive
Abbildungen von N auf sich.

(2) Es gllt EP @) DP = Dp 9} EP = 1id.
(3) Ep und Dp sind beide schnell ausfithrbar.

(4) Die Ermittlung von Dp aus dem bekannten Ep ist hoffnungslos zeitaufwén-
dig.

Funktionsweise:

A will N an B senden. A besorgt sich das 6ffentlich zugéngliche Fg, berechnet und
sendet E5(N). Dann ist nur B in der Lage, Dg(Eg(N)) = N zu lesen. Die Authen-
tizitdt der Nachricht kann A durch Hinzufiigen von Ep(Da(U)), U Unterschrift
gewihrleisten, dann liest B die Nachricht D4(U). Mittels des o6ffentlichen E4 wird
dann E4(Da(U)) = U gelesen.

Das RSA-Verfahren (Rivest, Shamir, Adleman, 1977)

(Der Computer von) A wahlt zwei ,grofe Primzahlen ps # qa aus, berechnet
n =mny = pq, wahlt dann ein e =e4 € Nmit 1 <e < (p—1)(¢g — 1) = ¢(n) mit
ggT (e,o(n)) = 1 und berechnet (mit euklidischem Algorithmus) die Zahl d = d4 €
{1,...,¢p(n) — 1} mit de =1 (mod ¢(n)).

Es sei 0 < N < mny — 1 und fiir solches sei E4(N) = N4 (mod na) und Da(N) =
N4 (mod ny).

Zu den Postulaten

(3) Ist erfiillt mit O(logna) Rechenoperationen.

(2) Esist ed =1+ kp(n) mit k € Z.
Mit dem Eulerschen Satz folgt also

DyoE4A(N)=E40Dy(N)= N
= Nthe(n) — N . Nke()) = v (mod n4)
fir alle N € {0,1,...,n —1}.

(1) Die Wahl von p und ¢ ist mit vertretbarem Aufwand moglich.
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(4) Zur Ermittlung von D4 aus dem bekannten E4 geniigt es, fiir das bekannte
n4 = n die Primteiler p und ¢ oder die Eulersche Funktion ¢(n) zu berechnen.

8. 9 MAI

A will ban B senden. Um das RSA-Verfahren zu benutzen, B muss gréfse Primzahlen
p und ¢ finden, das Produkt n = pg berechnen, und k mit ggT(¢(m),n) = 1 wihlen.
Dann verdffentlicht B den Schliissel (n, k). Dann berechnet A a = v* mod n mit
0 <a <m—1, und schickt an A die Zahl b. Es gibt zwei Probleme iiberzuwinden:

e Wie kann man schnell a = b* mod n berechnen?
e Wie kann man die Kongruenz z*¥ = b mod n fiir = 16sen?

Das Verfahren der sukzessiven Quadrate

e Sei N am grofiten damit 2V < a. Dann berechnet man

2N

2 modn, ... , ay =a mod n.

a; =a®> mod n, ay = (a*)?
o Sei k=37 ¢;2 mit ¢; € {0,1}.
e Sei by = 1. Fiir jedes 1 < j < N, sei b; = b;_1a; mod n.

e Dann ist b = by = a* (mod n).

Beispiel. Wir berechnen7?” (mod 853). Zuerst das Berechnen von 7% for j = 0,1,2,3, .. .:

Y =1= 1 (mod 853)
T =7= 7 (mod 853)
7* =49 = 49 (mod 853)
74 =(7%)% = 497 = 2401 = 695 (mod 853)
78 =(7")? = (695)* (mod 853) = 483025 (mod 853) = 227 (mod 853)
7% =(7%)? = (227)* (mod 853) = 51529 (mod 853) = 349 (mod 853)
732 =(7'%)? = (349)? (mod 853) = 121801 (mod 853) = 675 (mod 853)
75 =(73%)2 = (675)* (mod 853) = 455625 (mod 853) = 123 (mod 853)
7128 =(75)? = (123)* (mod 853) = 15129 (mod 853) = 628 (mod 853)
7%0 =(7'%)? = (628)* (mod 853) = 394384 (mod 853) = 298 (mod 853)

327 =256+64+4+241,
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merken wir, dass
7327 :7256+64+4+2+1 — 7256764747271
=298 -123-695-49-7 (mod 327)
——
=208 - 123 - 695 - 343 (mod 327)
=298 -123-398 (mod 327)
—_—
=298-333 (mod 327)
—_—
=286 (mod 327)

ist.

Verfahren zum Finden einer k-ten Wurzel

e Man berechnet ¢(n).

e Man findet u,v > 0, damit ku — ¢(n)v = 1 ist.
e Man berechnet b* (mod m). (Durch das verfahren der sukzessiven Quadrate)

Bemerkung. Wenn man kennt die Zahlen p, g, dabei n = pq ist, ist es einfach dieses
Verfahren zu benutzen. Wenn nicht, muss man zuerst n teilen, etwas schwieriger zu
machen.

Beispiel. Wir 16sen Folgendes:
2% =452 (mod 1147).

Wir finden, dass 1147 = 31 x 37 ist, deshalb gilt
#(1147) = ¢(31)(37) = 30 x 36 = 1080.

Wir benutzen den Euklidischer Algorithmus, um
(8.1) 329u — 1080v = ku — ¢p(m)v =1
zu losen. Nach
1080 = 3 x 329 + 93
329 =3 x 93+ 50
93 =1 x50+ 43

50=1x43+7
43=6xT7+1
T=T7Tx1+0,

finden wir, dass
—151k + 46¢(m) = 1



ist. Leider, die Losung (ug,v9) = (—151,—46) geht nicht, da wy,vy < 0. Nach

Satz 3.3, finden wir andere Losung

(u,v) = (—151 + ¢(m), —46 + k) = (929, 283).

Wir finden eine Losung von

= b

(mod 1147)

mit dem Verfahren der suksussiven Quadrate:

452' =452 (mod 1147)
452% = 138 (mod 1147)
452* =692 (mod 1147)
452% =565 (mod 1147)
452'% = 359  (mod 1147)
452°2 =417 (mod 1147)
452%* =692  (mod 1147)
452'% = 565 (mod 1147)
452%°0 = 359  (mod 1147)
452°12 = 417 (mod 1147).

Da

=929 =1+ 32+ 128 + 256 + 512,
finden wir endlich, dass
x = 4529 = 452 . 417 - 565 - 359 - 417

(mod 1147) =763 (mod 1147).

Idee des Beweises, dass dieses Verfahren klappt: Wenn ged(k, ¢(m)) = 1, ha-
ben wir nach Satz 3.1 eine Losung (u,v) € Z, mit

ku — ¢(m)v = 1.
Nach Satz 3.3, gibt es eine mit u,v > 0. Dann berechnen wir:
$k :(bu)k
Ebku

(mod m)
(mod m)
=p! MY (mod m)
=b- (b¢(m))v
=b-1"
=b

(mod m)
(mod m)

(mod m).
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9. 12 MAI

Sei p > 2 Primzahl, a € Z, p { a. Wir suchen Losungen z zu
(9.1) 2> =a (mod p).

Das Quadratische Reziprozitatsgesetz gibt eine Losung dieser Gleichung. Ein vor-
erstes FErgebnis ist Folgendes.

Satz 9.1 (Eulersches Kriterium). Seien p > 2 Primzahl und a € Z, p t a. Es gilt

p—1

az ==£1. Es gibt eine Losung x von (9.1) gleich genau wenn a'm =1 gilt.

Definition. Falls es  mit 22 = a (mod p) gibt, dann nennt man a einen quadra-

tischen Rest modulo p. Falls 22 = a (mod p) nicht 16sbar ist, nennt man a einen

quadratischen Nichtrest modulo p.

Wir werden zwei Satze beweisen, um Eulersches Kriterium beweisen zu kénnen.

Satz 9.2 (Primitivelementsatz). Sei p > 2 Primzahl. Es gilt g € Z, damit
(z/p2)* ={9.9%,....¢" " =1}

Solches g heifit ein Primitivelement oder Primitivwurzel.

Satz 9.3. Sei k ein Korper, f € k[z], f(x) = apa™ +---+ap mita, # 0, n > 0. Es
gibt am meisten n Losungen der Gleichung f(x) = 0.

Bemerkung. Sei p Primzahl. Dann ist F,, := Z/pZ ein Korper.

Beweis des Eulerschen Kriterium: Sei z = o' (mod p). Nach Kleinem Fer-
matschem Satz folgt 22 = 1 (mod p). Nach Satz 9.3 folgt * = +1 (mod p), da +1
Losungen von f(z) = 2*> — 1 € Fy[x] sind, und 1 # —1 gilt. Wir bemerken hier, dass
wir benutzen haben, dass p > 2 ist.

Sei 22 = a (mod p). Nach Kleinem Fermatschem Satz, gilt es

T =2 =1 (mod p).

Andererseits sei a € Z mit a"z = 1 (mod p). Sei g ein Primativelement. Dass heifst,
es gibt r € Z, damit es ¢" = a (mod p) gilt. Dann rechnen wir
—1
l=a= =(¢gz) (mod p).
Da g% € +1 ist, und g Primitivelement ist, folgt ng_l = —1 (mod p). Dann erhalt

man, dass r gerade ist, deshalb ist a ein quadratischer Rest. U

Definition. Es sei G eine Gruppe. Falls es ¢ € G gibt mit G = {¢" | n € Z},
nennt man G eine zyklische Gruppe. Ein Element g mit dieser Eingeschaft heifst ein
Primitivelement.
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Definition. Es seien (G, *;) und (H,*3) Gruppen. Das direkte Produkt G x H von
G und H ist eine Gruppe mit Multiplikation

(97 h) * (9,7 h/) = (g *1 gla h)

Wenn e € G und ey € H die neutralen Elementen von G und H sind, ist e =
(eq, em) das neutrale Element von G x H.

Es sei (G, *) eine Gruppe. Falls es H C G gilt, damit (H,x) eine Gruppe ist, heift
H eine Untergruppe.

Beispiel. Folgende sind zyklisch.
e (Z,+)
o (Z/mZ,+)
e Nach dem Primitivelementsatz ist ((Z/pZ)*, x) zyklisch.
Falls G, H Gruppe und #G,#H > 1 sind, ist G x H keine zyklische Gruppe.

Beispiel. Sei G = Z/13Z*. Man kann zeigen, dass Folgende ein kompletes Verzeich-
nis der Untergruppen von G sind.

Bemerkung: Fiir jeden Teiler d | 12 gibt es eine eindeutige Untergruppe Hy; C
Z/13Z*. Es stimmt, dass jede endliche Gruppe mit dieser eigenschaft zyklisch ist.

Satz 9.4. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G zyklisch genau wenn fir
jeden Teiler v | #G, es eine eindeutige Untergruppe H, C G gibt mit #H, = r.

Idee des Beweises: Es sei GG zyklisch, mit neutrales Element e € G und n = #G,
so dass G = {g,4% ...,9" = e} ist. Wenn n = dr mit d,r € N gilt, definieren wir
die Untergruppe

Hy:={g",¢",...,.g" =el}.
Fiir jedes z € G mit 2% = e behaupten wir, dass x € Hy. Da & = ¢°, erhilt man,

dass ¢°" = e, so folgt sr = tn und dann s = td. Das heiflt, H, ist eindeutig.

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, so dass fiir jeden Teiler r | #G, es eine ein-
deutige Untergruppe H, C G gibt mit #H, = r. Die Hauptschritte sind Folgende.
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(a) Sei ¢ die Eulersche Phi-Funktion. Man zeigt, dass F'(m) := >, ¢(m) multi-
plikativ ist. Dass heiftt, F'(mn) = F(m)F(n) fiir m,n € Z mit ggT(m,n) = 1.

(b) Nach Satz 7.2 und (a), folgt F'(m) = m.

(c) Sei h € G. Dann definieren wir

(hy:={h" € H|neZ} CQG.

Sei gen(H) ={h € G | (h) = H}. Man zeigt, dass # gen((h)) = ¢(#H) gilt.

Jedes h € G ist das Primitivelement von einer eindeutigen zyklischen Untergruppe

von G, so dass

#G = ) #gen(H)
HcG
H zyklisch
— Z o(#H) (nach (c))
HCG
H zyklisch
= Z O(#H,) (nach der Annahme von G)
d#G
Hy ist zyklisch
< Y old) = 4G (nach (b)).
d#G
So ist jede Untergruppe von G zyklisch, insbesondere G selbst. O

Zur Erinnerung

10. 23 MAI

e Ein Korper ist ein kommutativer Ring k, so dass k* =k \ {0}.

e Der Ring der Polynome tber k

klz] .= {ao + a1z + - - - + a,2" | n € Ny, a; € k}

ist ein Ring mit den iiblichen Operationen von Multiplikation und Addition

von Polynomen.

e Der Gradfunktion

grad : k[z] \ {0} — &

ist definiert als

grad f = n, falls f =ag+ - + a,a™ € k[z] mit a,, # 0 gilt.

Dann gilt es grad(fg) = grad(f) + grad(g), Falls f,g # 0. (Manchmal defi-
niert man grad(0) = —oo. Mit dieser Definition, gilt grad(fg) = grad(f) +
grad(g) fir alle f, g € k[z].)
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e Ein Element f € k[z]\{k} ist reduzible oder zerlegbar, falls es g, h € k[z]\{k}
gibt, so dass f = gh. Ansonsten, man heifit f irreduzible oder unzerlegbar.

e Durch Polynomdivision hat k[x] ein Divisionsalgorithmus. Dass heifft, k[z]
ist Euklidischer Ring, und es gibt einen Analog zum Fundementalsatz der
Arithmetik.

e Ein Element f = ag+ -+ a,z™ € k[x| mit a,, # 0 ist normiertes Polynom
falls a,, = 1 gilt. Nach dem letzten Punkt, hat jedes monierte Polynom f mit
grad(f) > 1 eine eindeutige Factorzerlegung von unzerlegbaren Elementen.

e Jedes f € k[z] kann als Funktion f : k& — k gebildet werden. Ein Element
a € k ist Nullstelle von f, falls f(«) = 0 gilt.

e Beispiele: C, R und Q sind Korper. Falls p Primzahl ist, dann ist F,, := Z/pZ
auch ein Korper.

Satz 10.1. Sei k ein Kdrper, 0 # f € k[x]. Fin Element o € k ist eine Nullstelle
von f, genau wenn x — o | f.

Beweis: Nach dem Divisionsalgorithmus haben wir, dass ¢, € k[z] mit grad(r) <
grad(z — @) = 1 existieren, so dass f(x) = ¢(x)(z — ) + r(z) gilt. Das heift,
r(z) = r € k. Falls « eine Nullstelle von f ist, finden wir dass

0=f(a)=¢qla) - 04+r=r
gilt. Also, x — a | f.

Falls x — « | f, haben wir g € k[z], damit f(x) = (x — a)g(z) gilt. Es folgt, dass
f(a) =0 ist. O

Sei f € k[z] \ k. Man definiert eine Aquivalenzrelation durch g ~ h, falls f | g — h.

Definition. Fiir ¢ € Z und p # 2 prim definieren wir das Legendresymbol ( >

’
durch

1 falls pfa und 2> =a (mod p) 16sbar,
(%) =<¢—-1 fallsptfaund 22 =a (mod p) nicht 1sbar,
0 falls p | a.

Im jedem Fall ist 1 + <%> die Anzahl der Losungen von 22 = a (mod p).
Mit dieser Definition, ist Satz Folgendes.

Satz 10.2 (Legendre). Fiir a € Z und p # 2 prim gilt es

(2) = qz2(P- 1 (mod p).

p
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11. 30 MAI

Wir kénnen nun den Beweis von Satz 9.3 geben.

Beweis von Satz 9.3: Der Beweis ist induktiv. Falls grad(f) = 0, dann ist f =

¢ € k*. Falls grad(f) = n > 0, entweder hat f eine Nullstelle oder nicht. Wenn

nicht, folgt die Behauptung. Wenn o € k eine Nullstelle ist, nach Satz 10.1 finden

wir, dass f = (x — a)g mit grad(g) = n — 1 gilt. Es gilt
{Bek|fB)=0t={a}u{Bek]|g(B)=0}

also f hat hochstens 1+ (n — 1) = n Nullstellen. O

Wir kénnen auch eine Verallgemeinerung von dem Primitivelement Satz (Satz 9.2)
beweisen.

Satz 11.1. Es sei k ein Korper und G eine endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe (k*,-). Dann ist G zyklisch.

Beweis: Sie Hy; C G eine Untergruppe, so dass #Hy = d. Es sei f = 2% —1 € k[x].
Fiir jedes element o € Hy, gilt es f(a) =0, so dass H C {a € k| f(a) = 0}. Gilt
auferdem nach Satz 9.3, dass

d=#H, < #{a €k fla) =0} <d
gilt. Das heifst Hy; ist eindeutig. Also der Satz folgt nach Satz 9.4. OJ

Satz 11.2 (Quadratrisches Reziprozititsgesetz). Seip, g ungerade Primzahlen. Dann
qilt Folgendes.

Beweis von (1), (2): Nach dem Eulerschen Kriterium gilt

(%) =(@)'? (modp)

p—1_p—1

=a 2 b2 (mod p)

5)(2)
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und (2) ist eine direkte Verwendung des Eulerschen Kriterium. O

Definition. Es sei p # 2 prim und @ € Z mit p { a. Das Element a € Z mit pt a

heift negativ modulo p (bzw. positiv modulo p), wenn a € {—1,=2,..., 21} (bzw.
aec{l,2,... 21}.
Satz 11.3 (Lemma von Gaul). Es seip # 2 prim, a €]Z, pta. Es Sei
— —1
M:{2a|1§a§pT},
und p = #{x € M | x negativ}. Dann gilt
2
(-
p
Beweis: Wir definieren o : M — {£1} durch o(a) = —1, wenn 2a negativ ist, sonst

o(a) =1.

Es ist nicht moglich, dass {2a,2b} = {2} gilt fir v € Z/pZ and 1 < a,b < 251, da
0 < 2(a+b) < p. Sonst wére a + b Teilbar durch p, ein Widerspruch. Also, dann gilt

(amay

2

[[-17® (2a) (mod p)

a=1

(-2 (Lo (mod p)

2 —1
(—1)* (]—3) (pT)' (mod p) (nach dem Eulerschen Kriterium).

Da p{ (51)! diirfen wir (25%)! eliminieren. Die Behauptung des Satzes folgt. O

Beweis des Satzes 11.2(3): Falls x € R gilt definieren wir |z als die grofte Zahl
n € Z mit n < z. Also, die Elementen der Menge

P—{2-1,2-2,...,2- V%l”

sind positiv modulo p, und die Elementen der Menge

M\P:N:{V%J +2, V%IJ +4,...p—1}

negativ modulo p sind.

Der Anzahl von N ist

4
1

b= fallsp=3 (mod4).

el fallsp=1 (mod 4)
o= }
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Falls p =1 (mod 4) gilt, finden wir nach dem Lemma von Gaufs
2 1 falls p =1 ds8
p=1 (mod4) — <—>: amp (mod &)
p —1 fallsp=5 (mod 8).
Wir finden ahnlich falls p =3 mod 4, dass

2 —1 fallsp=3 d8
p=3 (mod4) = (_>: i (mod 8)
P 1 falls p=7 (mod 8)

2

gilt. Auf jedem Fall ist ( ) — (1) O

2
p

12. 2 JUNI

Man kann mit der Hilfe der Lemma von Gaufs Teil (4) des Satzes 11.2 beweisen.

Satz 12.1. Es seien p,a und N wie in Satz 11.3 gegeben. Dann gult:
la p?—1

N = — -1 d 2).

> e mod)

1<e<$(p—-1) b

Fiir ungerades a gilt:
la
N = E — mod 2).
, { p J ( )
1<e<L (p-1)

Dabei wird fir x € R mit |z] die grofite ganze Zahl < x bezeichnet.

Beweis: Fir /€ S = {1, 2,..., 1%1} wird my, wie im Beweis von Satz 11.3 erklart.
Es ist fa = m, (mod p) und |m,| < . Mit s1,..., sy werden die positiven und mit
ri,...,ry die negativen unter den my bezeichnet. Dann gilt:

l
Z@a:Zp {—GJ +s14+...+suy+@+r)+...+(p+ry).
tes ves LP

Aufserdem gilt, da ¢ — |my| eine Permutation von S ist, dass
Z€=Z\mg\ = (81+...+SM)—(T1+...+TN).
tes tes

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
Z ta +pN+2(r1+...+7r )—Z(ﬁa—ﬁ)—(a—l)ZE—(a—l)p2_1
p » p 1. N) = = = T

Les Les Les

Da p ungerade ist, folgt

N=pN=>" {%J +(a—1)2% (mod 2).
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Dies liefert die erste Behauptung des Satzes.
2
Fiir ungerades a ist (a — 1)222 =0 (mod 2). O
Erster Beweis des Satzes 11.2(4): Es sei
qg—1

—1
T:{(:L’,y)EN21§x§pT,1§y§T}.

Auferdem seien

i ={ ) e 1y < L},
B p
Ty = {(:p,y) € T‘x < gy}
Dann gilt: T'=T, U Ty, T; N1y, = (. Es folgt:

p—1 qg—1 qx Py

Nach Satz 12.1 und Satz 11.3 gilt

Co=LE) = = (1),

p
Die Rollen von p und ¢ kénnen getauscht werden. Also folgt

o))

Sei GG eine abelsche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Man definiert eine

O

Aquivalenzrelation auf G durch ¢’ ~p ¢ falls g~'¢’ € H. Fiir ¢ € G schreiben wir
gH :={g' € G|g ~n g},
so dass gH die Aquivalenzklass von g ist.
Satz 12.2. Die Relation ~y is eine Aquivalenzrelation. Auferdem ist die Menge
G/H:={gH | g€ G}
durch die Operation gH - ¢'H = (gg')H eine Gruppe.
Beweis: Aufgabe. ]

Bemerkung. Falls G keine abelsche Gruppe ist, kann es sein, dass G/ H keine Gruppe
wére. Es wird gebracht, damit G/H eine Gruppe wére, dass H normale Untergruppe
oder Normalteiler ist. Das heifst, es gilt

gH =Hg:={hg|he€ H}.
Satz 12.2 gilt fiir allgemeine Gruppen G und Normalteiler H.
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Satz 12.3. Sei G eine endliche Gruppe und H C G Untergruppe. Dann gilt

#(6/m =7

Beweis: Da die Relation ¢ ~y ¢ eine Aquivalenzrelation ist, sind die Menge gH
und ¢'H entweder gleich oder disjunkt. Also, es existieren ¢y,..., g, € G, damit

G/H ={q1H,9:H,...,9.H}
gilt, und ¢;H = g;H, genau wenn ¢ = j, das heilt #G = r. Jedes g;H besitzt genau
#H FElementen. Es folgt

G=||gH = #G=r#H,
j=1

was zu zeigen war. O

Definition. Die Menge R = {g1, ..., g,} des letzten Beweises heifst ein vollstandiges
System von Reprisentanten der Gruppe G/H.

Beispiel. Es sei G = (Z,+) und H = (nZ,+). Dann gilt
G/H = Z/nZ.

Beispiel. Es sei p # ¢ ungerade Primzahlen, G = (Z/pZ)* x (Z/qZ)* und H =
{(1,1),(=1,—-1)}. Jedes Element aus G/H hat als Reprisentant (i, j) € Z? mit p{i
und ¢ 1 j, welche Elementen durch drei verschiedene Arten dquivalent sein kénnen .

(a) Durch die Aquivalenzrelation bei Z/pZ:
(i,7) = (i + pn,j) fir jedes n € Z.

(b) Durch die Aquivalenzrelation bei Z/qZ:
(1,7) = (4,5 + gm) fiir jedes m € Z.
(c) Durch die Aquivalenzrelation von H:
(4, 7) ~u (=i, —J).
Wir behaupten, dass
R1={(i7]')|1§i§q—171§j§q%1}

ein vollstdndiges System von Représentanten der Gruppe G/ H ist. Nach dem Satz 12.3
hat R; den richtigen Anzahl. Also, wir miissen zeigen, dass jedes (i, 7) € Z? mit p {1
und ¢ 1 j dquivalent zu einem Element aus R; ist.

Sei (4,7) € Z* mit p # i, ¢ 1 j. Zuerst, nach (b) merken wir, dass
(i,5) ~ (i, + qm)
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gilt. Also, wir wahlen m aus, damit 1 < j ' =j+q¢gmn < g—1. Falls1 < j < q;—l,
kénnen wir auch nach (b) ¢ = j + pn auswihlen, damit (7', j') € R; gilt.

Falls % < j/ < ¢, finden wir nach (c) und (b)
(iaj/) ~ (_27 _j/) ~ (_Z>q - j,) = (_iujll)
und 1 < 5" < q;—l. Dann wahlen wir n € Z aus, damit
(_i,j”) ~ (_Z +pn,j,/> — (7://7.]'//)
mit 1 <" < p gilt, so dass (i, ;") € Ry gilt.

Die Menge

1
Ry = {(a,a) |1 Saépqz ,2gT(a,pq) 21}

ist auch ein vollstdndiges System von Représentanten der Gruppe G/H. Das zu
zeigen, lassen wir als Aufgabe. Man benutzt den chinesischen Restsatz, um diese
Behauptung zu beweisen.

13. 6 JUNI

Als eine Erklarung der Notation bemerken wir, dass es unterschiedliche Arten gibt,
um Aquivalenzklassen zu schreiben. Falls G eine Gruppe ist und H eine Untergruppe,
Folgendes werden benutzt:

g=gH =gl={g €Glg ~ngt={gh|heH}
Wir schreiben hier ¢’ ~p g, falls g~tg € H gilt.

Beweis des Satzes 11.2(4): Sei G = (Z/pZ)*(Z/qZ)*, H = {(1,1),(—1,-1)} C
G. Wir schreiben (i, j) € Z? als ein Repriisentant von einem Element der Gruppe
(. Das heift, ein Element aus G wird als

(i,5) ={(i+pm,j+qn) [nmeZ}=(i (modp),j (modq))
geschrieben.

Es Seien R; und R, wie letztes Mal. Zuerst findet man das Produkt von (i,j) € Ry:

pflq%l
II Gh=1111G%
(i,§)€R i=1 j=1
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Es wird als Hausaufgabe beweisen, dass

(57)F =00t oy

gilt, so dass

131 T Gi=(@-1" (modp), (-1)'=" % (g= 11" (mod q)) .
(izj)GRl
in G. Anlicherweise, findet man das Produkt
I (ES i+ @p i) (G +0) [T2 (e + 1)
q-(29)--- (5+q)

e 1
(p—1)!"T — (mod p)

=
=~ 1% (1) (mod )

Im letzten Schritt haben wir Eulersches Kriterium verwendet.

IR

Wenn wir die Teile von p und ¢ umtauschen, folgt es

w2 [ @a=(e-007 (1) odph- 07 (1) modq).

(a,a)ER2

Es folgt aus (13.1) und (13.2), dass

und

(@) man () o)

das gleiche Element aus G/H repréisentieren. Da

() ot (5) o) = (1 ot G)(5) - s

in G/H gilt, so finden wir
p q p=lg-1
— =)l =(=1)2 z
() ()=

wie behauptet wurde. [l

Wir moéchten jetzt erkldren, wie man eine Losung von der Gleichung

v*=a (mod p)
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finden kann. Zuerst, nach dem Satz 13.1, kann man ziemlich einfach entscheiden, ob

eine Losung existiert, weil es einem erlaubt, (%) zu berechnen, ohne dass n prim

sein muss. Um dieses Ziel zu erreichen, brauchen wir Folgendes.

Definition. Sei m = p1ps---p, € N mit p; prim fiir alle 1 <4 < r. Dann definiert

man das Jakobisymbol
(2) = (@) <@) <@>
m P1 P2 2y

Am rechten Siete ist jeder Begriff das Legendresymbol.

Satz 13.1 (Allgemeines Quadratisches Reziprozitéitsgesetz). Es seien m,n € N
ungerade. Es gilt Folgendes.

1) (“—b) = (9) ( ), fur alle a,b € Z

A
n n m

(
®) () = (=
(
(

4) (m) (2) = (—))

Bemerkung. Falls (%) = —1, die Gleichung 2> = m (mod n) keine Losung hat.

Falls n nicht prim ist, kann es sein, dass keine Losung existiert, sogar (%) =1 gilt.

Beispeil: (51) = 1, aber —1 kein Quadrat modulo 21 ist.

Nach mehrmalige Verwendungen vom Allgemeinen Quadratischen Reziprozititsge-
setz kann man (%) berechnen. Falls, das Ergebnis +1 ist, benutzt man folgenden
Satz, um eine Losung zu 2 = a (mod p) zu finden.

Satz 13.2 (Algorithmus von Tonelli). Es seip > 3 prima € Z (pt a), damit 2* = a

(mod p) eine Lisung hat. Falls x¢ ein quadratischen Nichtrest ist und p = 2°m + 1

mit m € Z ungerade gilt, gibt es 0 < 5 < 2%, so dass x = amTng‘j ewne Losung ist.

Um diesen Algorithmus zu verwenden, folgt man Folgendes.
e Die Wert von (%) kann berechnet werden nach Verwendung des Quadrati-
schen Restgesetzes. Falls (%) = —1 gilt, hat 22 = a (mod p) keine Losungen.
e Anderenfalls findet man die Darstellung p = 2°m + 1 mit m ungerade.

e Man probiert fiir verschiedene Primzahlen ¢ = 2,3,..., ob ¢ ein Nichtrest
modulo p ist. Sobald (%) = —1 gilt, sei xg = q.

+1

e Seir=a"2 (mod p).

e Sei b=z (mod p).
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e Fiir das kleinste nichtnegative j, damit (5’r)? = a (mod p) ist, sind z = +b/r
die gesuchten Losungen zur Gleichung ? = a (mod p).

14. 9 JuUNI

Beweis von Tonellis Algorithmus: Sei 2y ein quadratischer Nichtrest modulo
p = 2°m~+1 mit m ungerade. Sei b = x{'. Dann mussen wir zeigen, dass es 0 < j < 2°
gibt, damit a2 b’ eine Lésung zur Gleichung 22 = a (mod p) ist.

Sei G = (Z/pZ)* und H C G die eindeutige Untergruppe mit #H = 2°. Wir
behaupten, dass H = (b) = {b" (mod p) | n = 1,2,...} gilt. Da b* = z"* =
2P~" =1 (mod p) folgt b € H. Falls b* = 1 (mod p) fiir 1 < r < s, dann folgt

(%) =e0 (moap)

p
=((=5")")
=1 (mod p)

2577‘71

(mod p)

da s —r — 1 > 0 ist. Das widerspricht die Annahme, dass xy ein Nichtrest ist.

Genauso wie es gezeigt wurde, dass 7' € H gilt, ist ¢™ € H. Da a = z* (mod p)
nur eine Losung hat, finden wir auRerdem a™ € (b*). Das heifit, es gibt 0 < j < 2%,
damit ¢™b¥ =1 (mod p). Danach folgt

m+1

(a2 V)2 =a-a"v¥ =a (mod p).
U

Satz 14.1. Es gibt unendliche Primzahlen p =1 (mod 4). Es gibt unendliche Prim-
zahlen p = 3 (mod 4).

Idee des Beweises: Sei P = {3,py,...,p,} eine Menge von verschiedenen Prim-
zahlen mit p; = 3 (mod 4) fiir jedes 1 < j <r. Sei M = 4p; ---p, + 3. Falls alle p,
damit p | M, wiren dquivelent zu 1 modulo r, dann wére auch M =1 (mod 4). Das
heift, es gibt p # 3, damit p | M und p = 3 (mod 4) gelten. Fiir dieses p ist p ¢ P.
Also keine endliche Bezeichnung von Primzahlen p = 3 (mod 4) wére komplet.

Sei @ = {q1,...,¢} eine Menge von Primzahlen mit p, = 1 (mod 4) fiir jedes
1 <j<r. Essei N=(2p - -p)?+ 1 Fiir jedes q | N folgt es ¢ ¢ Q und

() =1 0
Satz 14.2. Eine Primzahl p kann als Produkt p = a® + b*> mit a,b € Z geschriben
werden, genau wenn p =2 oder p =1 (mod 4).

Beweis: Sei p prim und a,b € Z damit p = a® + b*. Da p 1 a, b folgt es

a®>=-b" (modp) = & =-1 (modp),
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so dass (%) = 1. Nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz ist p =1 (mod 4).
Da 2 = 12 + 12 deutlich ist, mussen wir nun zeigen, dass jedes p = 1 (mod 4)

als Produkt p = a® + b? geschrieben werden kann. Da p = 1 (mod 4) ist, finden

wir <_71) = 1, so dass es zo € Z gibt, damit p | o + 1. Wir benutzen den Ring

R=127[i| ={a+bi|a,be Z} der Gaulchen Zahlen. Da R ein Divisionsalgorithmus
besitzt gilt es eindeutige Faktorzerlegung von unzerlegharen Elementen dabei.

Also es gilt

plai+1=(x0+1)(zo—1).
Wire p unzerlegbar, dann wére p Teiler von z + €i fiir € € {1,—1}, dann hétten
wir zg + €i = pa fiir o € Z[i]. Nach komplexer Konjugation, hétten wir auch dass
xro — €t = pa, so dass p auch Teiler von xg — ep wire. Das wiirde implizieren

p | (zo+ 1) + (zg — 1) = 2.

Nochmal nach eindeutiger Primfaktorzerlung, dann wire p Teiler von entweder 2
oder gy, ein Widerspruch. Also es existieren «, 3 € R, die keine Einheiten sind,
damit p = af. Nach der Normfunktion

N:Z[iJ\ {0} = N,  a+ib~ a®+b*

folgt es p> = N(a)N(B). Da «, 3 kiene Einheiten sind, nach eindeutiger Primfaktor-
zerlung der Zahlen Z gilt es N(«) = N(3) = p. Dass heift, es gibt o = a+ bi € Z]i],
damit p = N(a) = a? + b2 O

Idee des Beweises des Allgemeinen Quadratischen Reziprozitiatsgesetzes:
Als erster Schritt zeigt man

pr—1 p—1 pr—1_pipa---pr —
e = d 2
5 + 5 +...+ 5 5 (mod 2)
fiir ungerade Primzahlen py,po, ..., p;.
Dann folgt es fir n = pyips - - - p,., dass
—1 piL n-1
(Z) = o= = -1
gilt. Die andere Félle sind dhnlich. ([l

15. 13 JuUNI

Satz 15.1. Es sei R = Z[i] der Ring der ganzen Gaufschen Zahlen mit Norm
N(z)=z2z=a*>+ 1 fiirz=a+bi € R. Fiirn € N sei

ro(n) = # {(:c,y) € ZQ|:1:2 +y? = n}
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und py(n) = 3ra(n). Dann die Funktion ps : N — Z ist multiplikativ. Fir Primzahl-

potenzen p* gilt:

E+1 firp=1 (mod 4),

(7 = 0 firp=3 (mod 4) und r ungerade,
PP = 1 firp=3 (mod 4) und r gerade,
1 fur p=2.

Beweis: In R gilt der Satz von der eindeutigen Faktorzerlegung von irreduzibelen
Elementen. Dass heift, jedes Element » € R kann als produkt r = pips - p,. €
R geschrieben werden, mit jedes p; unzerlegbar. Auferdem, ist diese Darstellung
eindeutig bis auf Reihenfolge und Multiplikation von Einheiten. Die Einheiten von
R sind

R* ={1,—1,i,i}.

Sei X,, = {(a,b) | n = a® + 1}, so dass ro(n) = #X,,. Man merkt, falls (a,b) € X,,,
dass {(a,b), (—a, —b),(—=b,a), (b, —a)} eine Untermenge von vier verschiedenen Ele-
menten aus X, ist. (Hier benutzen wir n > 0.) Also, wir definieren eine Aquivzlenz-
relation ~ in X, nach (a,b) ~ (—a,—b) ~ (=b,a) ~ (b, —a). Dann gilt r5(n) = #X,
und pa(n) = #(X,/ ~).

Sei Y,, die Menge von Facktorlerzungen n = aa fir a € R, damit fiir jedes r € R*
wir « - @ mit « - @ identifizieren. Nach der eindeutigen Faktorzerlegung in R, ist
#Yom = (#Y,)(#Y,,), falls ggT(n,m) gilt. Da die Abbildung (a,b) — «a - @ mit
a + bi ein Isomorphismus ist, folgt es, dass p, multiplikativ ist.

Sei p € Z prim. Falls p als Element aus R reduzibel ist, dann folgt p = «af fiir
a,B € R mit N(a) = N(B) = p. Es folgt p = a® + b* hat eine Losung (a,b) € Z2.
Also, nach Satz 14.2, ist p unzerlegbar in R, genau wenn p = 3 (mod 4) gilt. Dann
folgt es ro(p¥) # 1 fiir p = 3 (mod 4), genau wenn k ungerade ist.

Sei p = 1 (mod 4). Letztes mal haben wir gezeigt, dass p = a* +0* = o - @ fiir
a € R. Danach finden wir

(15.1) pr = (A (oria).

Da a # b, gibt es keine € € R*, damit o = ea. Also fiir jedes 0 < ¢ < k représentiert
die rechte Seite von (15.1) verschiedene Elementen aus Y«. Es folgt po(p*) =k + 1.

Dagegen, weil 28 = (144)*(1 —4)* gilt und 1+ 7 = —i(1 + 1) ist, besitzt Yor nur ein
Element deswegen ist po(2F) = 1. O
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16. 16 JUNI

Fallsp =1 (mod 4), dann mochten wir die Losungen (a, b) € X, finden. Fiir p nicht
gross, kann man einfact probieren, ob fir 1 <a < \/pp — a® ein Quadrat ist. Fiir
grosseres Primzahlen ist Folgendes besser.

e Man sucht n damit () = 1, so dass fiir n = o't
n®=-1 (mod p)

gilt.
e In der Ring Z[i] ermittelt man ggT(n + i,p) = a + ib.

Beispiel. Wir folgen dem vorhergegehendem Algorithmus mit p = 4649. Nach dem

Verfahren der sukzessiven Quadrate kann man ermitteln, dass (%) = 1, so dass
35T = 1846 (mod p) eine Losung von z? = —1 (mod p) ist. Um ggT(n + i,p)
auszurechnen, nutzen wir
P p 1846 —i 1846 i (380 i
18467+ 1 18467 + 11846 — ¢ 733 733 (2+04) + 733 7337
so dass

p=(2+0i)(1846 + i) + r,
mit r; = 957 — 2¢ gilt. Wir teilen nochmal
1846 ¢ —14 1
O (9406 Tty
057 —2i ~ GTODF (197 * 197)’
so dass
1846 + i = (24 0i)ry + 79
mit ro = —68 4 5i. Da r; = (—14 — i)ry, finden wir ggT (1846 + i, p) = —68 + 5i und
p = 4649 = 68% + 5%,
Beispiel. Um die Losungen (a,b) damit a? + b? = n = 60437 = 13 - 4649 zu finden,

benutzen wir die Faktorzerlegung 13 = uf mit p = 2 + 3i und 4649 = A\ mit
A = 5+ 68i. Die Elementen aus Y,, sind

EN@N), (NN, (@A) (A), () ().
Die ersten zwei Beispiele davon fiihren nach
pA = —194 + 1514, pA = 214 + 121,
Also finden wir

X,, = {(£151, £194), (£121, £214), (£194, +151), (£214, £121)}.

Es gibt viele Verallgemeinerungen der Frage, ob n als Summe von zwei Quadraten
geschrieben werden konnen. Folgendes sind Beispiele davon.
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Satz 16.1 (Gauss). Eine positive Zahl kann also Summe geschrieben werden, genau
wenn sie nicht der Form 4°(8k +7) fiir k € N ist.

Folgerung 16.2 (Gauss). Jedes n € N kann als Summe von drei dreieckige Zahlen
geschrieben werden.

Die drieeckige Zahlen sind,
n(n —1)

5
Beweis der Folgerung: Sei n € N. Nach dem Satz 16.1 gibt es p,q,r € Z damit
8 +3=p>+q¢*+7r% Dap*+¢*>+1r? =3 (mod 4), folgt es, dass p, ¢, r ungerade
sind, so dass
8n+3 = p’+¢*+r? = (2a+1)2+(204+1)*+(2¢+1)? = da(a—1)+4b(b—1)+4c(c—1)+3
gilt. Es folgt

0,1,3,6,...,

ala—1) bb—-1) clc— 1).

n= 5 + 5 + 5

O

Satz 16.3 (Lagrange). Jedesn € N kann als Summe von vier Quadraten geschrieben
werden.

Eine k-eckige Zahl ist eine der Form (k — 2) (g) +n.

Satz 16.4 (Cauchy). Jedes n € N kann als Summe von k k-eckige Zahlen geschrie-
ben werden.

Bemerkung. Die 4-eckige Zahlen sind die Quadrate. Das heift, die Félle k£ = 3,4 von
Cauchys Satz verallgemeinern die vorgegehenden Sétze von Gauss und Lagrange.

17. 20 JUNI

Wir haben behauptet, dass die ganze Quaternionen
B={a+bi+cj+dk|ab,cdeZ}
ein Ring erschaffen, wenn wir Folgendes definieren:
i?=j=k=ijk=—1, ar=zaVr < {i,jk},acZ.

Die Quaternionen besitzt eine Konjugation

a+bi+cj+dk=a—b —cj—dk

und Norm

N(a+bi+cj+dk) = (a+bi+cj+dk)(a+bi+cj+dk) =a®+ b+ + d°
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Davon kann man relativ einfach beweisen, dass
(17.1) (@2 + 0+ E+d*) (A2 + B>+ C?+ D?) = a® + 2 + % +
mit

a=aA+bB+cC+dD

g =—aB+bA—cD+dC

v=—aC+bD +cA—dB
0=—aD —bc+cB+dA

gilt. (Wir bemerken, dass die Eulersche Identitit und N ()N (\) = N(p) fiir g, A €
B sind aquivalent.) Gleichung (17.1) heifst Eulersche Identitit.

Beweis des Satzes von Lagrange: Wir mussen zeigen, dass jedes n € N als Sum-
me von vier Quadraten geschrieben werden konnen. Nach der Eulerschen Identitét
miissen wir nur zeigen, dass der Satz fiir n = p eine Primzahl gilt. Sei

-1
X:{ﬂeZ/pzyoging}
und
) . P—l
Y ={i EZ/pZ|0§z§T}.

Da ¢> = d? (mod p) gilt, genau wenn ¢ = £d (mod p), gilt es #X = #Y = L 50

dass X NY # (). Also finden wir 0 < z,y < 21, so dass 22 = —1 — ¢ (mod p) und
pla*+y?+1 = pmo =2 +y* + 170

mit

Sei m die kleinste positive Zahl damit
pm = a® +b* + & + d°.

Nach was wir gerade gezeigt habe, diirfen wir annehmen, dass solche m existiert
und 1 < m < p gilt. Setzen wir m > 1 voraus. Es seien a = A (mod m), b = B

(mod m), ¢ = C (mod m) und d = D (mod m) mit A, B,C,D € (-7, %]. Es folgt

(17.2) pm=a*+b+F+d*=A+B*+C*+D* (mod m),
so dass m | A% + B? + C? + D? gilt. AuRerdem finden wir
A?+ B*+ C* + D? <

(17.3) rm=A*+B*+C*+D*> = 0<r=

m.
m
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Falls r = 0 gilt dann folgt es A= B =C = D = 0, so dass m | a,b,¢,d. Es folgt
davon, dass pm = m?*(a’? + 0? + ¢* + d?) gilt, so m | p. Fiir m > 1 ist das ein
Widerspruch. Falls r = m gilt dann folgt A =B =C = D = . So finden wir

pm=a*+b++d*=A2+B*+C*+D*=0 (mod m?),

so dass m? | mp, nochmal ein Widerspruch. So haben wir gezeigt, dass 0 < r < m.
Nach (17.2), (17.3) und der Eulerschen Identitét finden wir

pmPr = o + %+ 4% + 62
Auferdem folgt es nach der Eulerschen Identitdt, dass
a=aA+bB+cC+dD=a*+b+c*+d>=0 (modm),
f=—aB+bA—cD+dC=—-ab+ba—cd+dc=0 (modm),
vy=—aC+bD+cA—dB=—ac+bd+ca—db=0 (mod m),
d=—aD —bc+cB+dA=—ad—bc+cb+da=0 (modm)
gilt. Das heilt m | a, 8,7, d. Es folgt
pr=a” 4+ B2+~ 4+ 57,
ein Widerspruch zur Minimalitdt von m. 0

Es seien xg, x1,..., 7 € Rmit z; > 0 fir 1 < j <r. Dann heifit

1
xo + ! = [xo, T1, ..., Tk
T+
1 . ]
x
2 . ]
.. _"_
1
Tpn—1 + —
ein allgemeiner (endlicher) Kettenbruch. Falls ag € Z und ay, ..., a; € N ist, dann

heifit der Kettenbruch einfach oder regelmdfig. Ahnlicherweise definiert man unend-
licher Kettenbruch [ag,ay, .. .].

Es sei x € R, x # 0. Dann ist die Kettenbruchdarstellung von x nach Folgendem
definiert. Sei ag = |z| = max{n € Z | n < z} und 6y = & — ap. Wenn a,, und 6,
definiert sind, setzen wir dann 6,1 = ﬁ. Solange wie 0,1 # 0 gilt setzen wir
apy1 = |0ps1]. Es folgt

1
I:CL0+<50—CL0>:(10+6—::CL0+ 1 ::CL0+—1:[CL0,(11,6L2...]
1
a1+ — ai +
' 02 ' 1
az + —
2 (52

Die Kettenbruch ist unendlich, falls x ¢ Q.
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Beispiel. Sei x = V2 + /3. Dann finden wir
xr=[3,6,1,5,7,1,1,...].

Definition. Es seien a¢ € Z und eine Folge ay, as, . . . in N gegeben, so dass [ag, a1, . . .]
ein unendlicher regelméfiger Kettenbruch ist. Man nennt r,, = g—” = lag, a1, ...,a,] €

Q den n-ten Néiherungsbruch von [a1,aq, .. .].

18. 23 JUNI

Bemerkung. Falls § € Q mit ggT(a,b) = 1. Die Zahlen ¢, € Z, die man durch

die Kettenbruchdarstellung von § findet, sind die ,Quotienten”, die man durch den
Euklidischen Algorithmus findet:

a = qob+ 1o
b= qiro+m

Tn—2 = qpln-1+7Tn

Tn1 = Qqni1Tn + 0
mit 0 # r, = ggT(a,b). Dass heifst, falls § € Q gilt, ist die Kettenbruchdarstellung
von ¢ endlich. Und zwar, es gilt

a
E = [QOth S 7Qn+1]

mit gn41 # 1.

Bemerkung. Jedes x € Q hat verschiedene Kettenbruchdarstellungen. Falls x =
lag, ai, ..., a] gilt, dann folgt, z.B.,

1
(18.1) lag,a, ... ,ax] = [ao,a1,...,ap_1 + a_] = lag, a1, ..., ar — 1,1].
k

Die Elementen von diesen Darstellungen konnten alles ganze Zahlen sein, genau
wenn a; € Z fir jedes j und a, = 1.

Satz 18.1. Gilt fiir zwei regelmdfige Kettenbriiche |ag, ay, ..., ax] = [bo, b1, .., by
und ap > 1, b, > 1, so folgt k =n und a; = b; fir 0 < j <k. Jede rationale Zahl q

besitzt genau eine Darstellung q = [ag, a1, ..., a| als regelmafSiger Kettenbruch mit
ap > 1.
Idee des Beweises: Man setzt z; = [a;,a41,...,a,], y; = [bj,bj+1,...,b,] fr
0<j<kbzw. n Firj>1lista; >0, y; > 0. Es gilt
1 1
Tj=a;+ =a; +

(@1, a] Tyl
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Esfolgt z; > 1fir 1 <j<k—-1lunda; <z;<a;j+1fir0<j<k-1 Es
ist x;, = ar > 1. Daher gilt a; = |z;| fiir 0 < j < k. Ebenso gilt y; = b; + yjﬁ,
by <y; <bj+1,0<j<n—1undb; = |y;| fir 0 <j < n.Nach Voraussetzung
gilt xg = yo. Daher folgt

ao = |@o) = |yo] = bo-
Nach Induktion, kann man zeigen, dass z; = y;, a; = b; fiir alle 0 < j < min{k, n}
gilt. Angenommen, es wire k < n. Dann folgt xp = yp,

1
ap = by, = yp — —— < yp = T,
Yk+1

ein Widerspruch zu a;, = xp. Damit folgt k£ = n. 0

Satz 18.2. Es seien ein ayg € Z und eine Folge (a,,)l,21 von Zahlen a, € 7 gegeben.
Die Folgen (pn),>_o und (¢n),s_, werden rekursiv definiert durch

P—2 = 07 b-1 = 17 Pn = QapPp—1 1 Pn-2, n>0
g2 = 1, ¢1 = 0, ¢ = pu1+gn-2.
Man setze r,, = |ag, a1, ... ,a,| firn > 0. Fir alle n > 1 gilt dann:

(1) Fir allex € R, x >0 gilt
xhn—l + hn—2

[a07a'17"'>an71>x]: .
Tdn— + Gn—2

(2) Es gilt r, = % mit ggT (pn,qn) = 1.

(3) Es gilt firn > —1

PnGn—1 — Pn1Gn = (—=1)"!

und

Tn —Th—1 = (_1)

(4) Firn >0 gilt

Pnldn—2 — Pn—2Gn = (_1> Qp,

und
an,

qn4n—2 ‘

T'n — Th—2 = (_1)n
Beweis:

(1) Fiir n = 0 steht rechts z, links [z] = z. Fiir n = 1 steht links

1
[CL(),I'] = Qo + )
T

rechts
Tpo + p—1 Tag+ 1
= =ag+ —.
xqo + q-1 x x
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Fiir ein n > 1 und alle z > 0 sei (1) giiltig. Dann folgt:

1 an+ 1) pact 4 pa-
[a()ua’la""anv‘r] = |Qp, A1, ..., 0p—1,0p + —| = ( - ai)pn 1 Do
Y (an—i_;) Qn71+%172

X (anpnfl + pnf2> + Pn—1 o TPn + Pn—1

€T (ananl + QTL72) + Gn—1 Tdn + dn—1 .

(2) Man setzt © = a,, in (1) ein und erhélt

(1) GnPn—1 + Pn—2 Pn
Tn = [ao,al,...,an] = = —.
AnQn—1 + dn—2 Adn

(Teilerfremdheit folgt (3)).

(3) Aufgabe fiir den Student.

(4) Es ist
Poqd—2 — P-2qo = Qo
und
Prn—2 — Pn—2Gn = (@nPn-1+ Pn—2)ln—2 — Pn—2(AnGn-1 + Gn—2)
= Qn (pn—1Qn—2 - Qn—lpn—Q) = (_1)n Q-
Sowie
. Dn DPn—2 o Pndn—2 — Pn—24n . (_1>nan
Tn = Th—2 = — — - - :
dn n—2 dndn—2 qndn—2
O
Satz 18.3. FEs seien ein ag € Z und eine Folge aq,as, as, ... in N gegeben. Man setze
rn = [ag,a1,...,a,] fiirn > 0. Dann gilt 1o <19 <14 < ... <715 <713 <711 und €s

existiert lim,,_yoo Ty,

Beweis: Nach Satz 18.2 (4) gilt r,, — r,,_o > 0 fiir gerade n und r,, — r,,_o < 0 fiir
ungerade n. Nach Satz 18.2 (3) gilt 79, — 79,1 < 0. Daher folgt

Ton < Tontow < Tontou—1 < Top—1 VN, v € N.

Nach Satz 18.2 (3) ist
(_1)n71
Gn4n—1

und g, — oo. Daher sind die Grenzwerte gleich und es existiert lim,, o 7. O

Tn —Th—1 =
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19. 27 JuNI
Jetzt wissen wir, dass fiir jeden regelméfigen Kettenbruch |ay,...], der Grenzwert
von 1, = [ao,...,a,] als n — oo zu einer reellen Zahl konvergiert. Einige Fragen,

die wir noch beatworten miissen, sind Folgende.

e Es sei z € R. Gibt es einen regelméfigen Kettenbruch [ag,...] damit = =

lim,, o0 lag, - - -, an)?

e Als Beispiel von der letzten Frage: gibt es einen unendlichen regelméfigen

Kettenbruch [ag, ay, . ..], damit lim,_,..[ag, ..., a,] € Q7
e [iir z € R damit x = lim,,_,oo[ag, . . ., a,], in welchem Art ist der Kettenbruch
lag, . ..] eindeutig?

Satz 19.1. Der Grenzwert eines jeden unendlichen regelmdfigen Kettenbruchs ist
wrrational.

Idee des Beweises: Es sei z = [ag, a1, as, ...] und py, g,, r, seien wie in Satz 18.2
erklart. Nach Satz 18.3 gilt ry, < x < 19,11, also

0<l|z—ry <|rag1—ral

Aus Satz 18.2 (2), (3) folgt daher

1
0< ‘an_pn‘ <Qn|rn+1_rn‘ = .
Gn+1
Man kann damit zeigen, dass ein Widerspruch wire, falls z = ¢ € Q wire. O
Hilfssatz 19.2. Es sei x = [ag, a1, as,...| ein unendlicher Kettenbruch und es sei
xr1 = [ay,a9,as,...]. Dann gilt ag = |z] und x = ag + :%1
Beweis: Es gilt 1o < x < rq, also
1
ag <z <ag+—<ay+ 1.
ay
Also gilt ap = |z]. Aus Satz 18.3 folgt
. ) 1
x = lim[ag,ay,...,a,] = lim (ao + —)
n—00 n—00 [Cll, . ,an]
1 1
= ap+ = =ag+ —.
lim, o0[@1, ..., ap) 1

O

Satz 19.3. Je zwei verschiedene unendliche regelmdflige Kettenbriiche haben ver-
schiedene Grenzwerte.
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Beweis: Mit ag, by € Z, a,,b, € N fiir n > 1 wird
[CL(),CLl,...] =T = [bo,bl,...]

vorausgesetzt. Aus Hilfssatz 19.2 folgt dann ap = || = by und

[ ] 1 1
1, 62 T — ap 1 .T—bo

Induktiv folgt somit a, = b, fiir alle n > 0. ]

= [by, Do, .. ]

Satz 19.4 (Kettenbruchalgorithmus). Jede irrationale reelle Zahl besitzt genau eine
Entwicklung in einen unendlichen regelmdfsigen Kettenbruch x = [ag,ay,...]. Man
erhdlt die a,, rekursiv aus

Qo = G, ap = LOéOJ;

AUpt1 = —— Ap+1 = LOén+1J fU;TTLZO

Qan—an’

Beweis: Die Eindeutigkeit ergibt sich aus Satz 19.3. Wegen o ¢ Q ist durch die
Rekursionsformel im Satz eine Folge (ay), -, mit a, € Z wohldefiniert, denn es ist
o, € 7 fir alle n. Offenbar gilt a,, € N fiir alle n > 1. Es gilt:

1 1
a=ay=a+ — = [ag,a1] = |ag,a1 + — | = [ag, a1, 2]
aq (€%)

und induktiv folgt o = [ag, ai, as, ..., a,_1, ] fiir alle n > 1. Aus Satz 18.2 (1) folgt

OpPn—-1 + Pn—2
o = [a07a17a2a"'7an—17an] = .
AnGn—1 + qn—2
Aus Satz 18.2 (2), (3) folgt nun
o r QP + Pn—2 Pn-1  Pn-2qn-1 — Pn—-1qn-2 (_1)n+1
—Tn-1= - = = .
" AnQn-1 + gn—2 dn—1 dn—1 (anQn—l + Qn—2> dn—1 (anQn—l + Qn—2>
Wegen «,, > 1 und ¢, — oo folgt hieraus lim,, ,, r, = «, also a = [ag,aq,...]. O

20. 30 JuNI

Definition. Es sei a € Q gegeben, a = ¢ mit a,b € Z, ggT(a,0) =1, 0 < a < 1.
Die Dezimaldarstellung

o
a=0,a1a0a3...= Za,,lo_”
v=1
mit a, € {0,1,...,9} ist eindeutig, wenn man ,Neunerenden“ ausschliefst. Man

nennt diese Darstellung periodisch, wenn es ganze Zahlen m > 0, £ > 0 gibt mit
ayr¢ = a, fiir alle v > m. Wahlt man dann m und ¢ minimal, so heift m die
Linge der Vorperiode, ¢ die Linge der Periode, a; ... a,, die Vorperiode von o und
Gt - - - e die Periode von o. Man schreibt dann oo = 0,a; ... @Gt - - - Gpe-
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Beispiele.
1 _ 1
— =0,06 — =0, 142857.
15 ’ 7 ’

Satz 20.1. Eine Dezimaldarstellung stellt genau dann eine rationale Zahl dar, wenn

sie periodisch 1st.
Beweis: Die Dezimaldarstellung von a = 3 gekiirzt, 0 < a < 1 erhilt man wie
folgt:
a=r7ry, 0<r <b,
10r; =a1b+1ry, 0<1ry<b,
10ry = asb+1r3, 0<r3<b,

Damit wird

a 10rm ay T a; ay 3
b ==+ —=—+-=+—=...=0
b 106 10 * 106 10 + 102 t 102h , 410203

Wegen r, € {0,1,...,b — 1} existieren p,v mit 4 < v und r, = r,. Dann folgt

A = Qpp(—p) fiir alle & > p. Also ist die Entwicklung von « periodisch (mit r < b,
s <b).
Der Rest des Beweises wird fiir den Student als Hausaufgabe gelassen. ([l

Wir definieren dhnlicherweise, was ein periodischer Kettenbruch ist.

Definition. Ein unendlicher regelméfiger Kettenbruch [ag, a1, .. .| heifst periodisch,
falls es ganze Zahlen m > 0 und ¢ > 0 gibt, so dass ag., = a; fiir alle & > m gilt.
Man schreibt dann

[ag, a1, az,...] =[ao, a1, .., Gm_1,Cmy - Cmro—1)-
Ein Beispiel ist
%(\/5+1) —[,1,1,.. ] =]
Im Falle m = 0 heiftt der Kettenbruch rein periodisch.
Definition. Eine Zahl a € C heift algebraisch, falls es ein Polynom p € Z[z], p # 0

gibt mit p(a) = 0. Der Grad des kleinsten Polynoms mit p(a) = 0 heifst der Grad
von .

Eine Zahl z € R\ Q heift irrational. Falls a € C nicht algebraisch ist, heifst = tran-
szendent. Falls der Grad von « zwei ist, nennt man « ein quadratische Irrationalzahl.

Bemerkung. Jede reelle quadratische Irrationalzahl « ist der form

a—i—\/[_?
d

o =

fiir a,b,c € Z, d # 0, b kein Quadrat.
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Satz 20.2 (Euler, Lagrange). Jeder periodische Kettenbruch stellt eine reelle qua-
dratische Irrationalzahl dar. Jede reelle quadratische Irrationalzahl besitzt eine peri-
odische Kettenbruchentwicklung.

Bemerkung. Es sei x € R. Nach dem Kettenbruchalgorithmus haben wir

ag =z, und ag= |,

1
Upt1 = ) und Any1 = Lan—f—lj
n — Qn

fiir n > 0. Nehmen wir an, dass «,, = @, ¢ flir m > und ¢ > 1 gilt. Dann gilt es

Am+e = Lam—i—ZJ = LamJ = Qm

und
1 1
U441 = = = Qm41-
U4t — Am4e Oy, — Ay

Induktiv ist damit x = [ag, . .., Gm—1, Gm, - - - Gmie—1] periodisch.

Beisprel. Es sei x = # Da /5 &~ 2.2 ist, finden wir dann

ap = 1+§\/5 G = 1 —> ap — ag — 2(\/?5)_1)
“= 2(\/%—1) - 3(12\/5) ag=1=—a;—a; = 3\[%
X2 = 3\/%—5 = 2(5+53\/5) Ay =4 = ay — ag = 2(3\/55—5)
4= 2(3\/55—5) - 5+2\/5 az=1= a3 —az = @
oy = 3(\/2_1) — 2(12\/5) Iy =2 —> 4 — ay — 2(\/?5)_2)
&5 = 2(\/%_2) = 3W§+2) as = 6 = a5 — a5 = 3(\/572)
Qg = 3(\/2_2):2(\/?3)+2) a6:2:>a6—a6:@

Nach der Bermerkung folgt es, dass

PN
gilt.
Beweis von Satz 20.2 =: Es sei a = [ap, ... 7Gm71,m]. Man setze

B = [b07 s 7bm+€—1]
Dann gilt es nach Satz 18.2 (1)

. Bpr,_1 + P
By, 1+ @s

a=lag,...,an 1, B]

fiir bestimmte p’, ¢; € Z. Falls B = %g kann man einfach zeigen, dass « auch der
richtigen Form ist.
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Nun seien p, und ¢, zu B wie in Satz 18.2, damit

_ Bpm—l + Pm—2
Bmel + Gm—2

B == [bo,...,bg,l,B]

und
Qn—le + <Qn—2 - pn—l)B — Pn—2 = 0
gilt. Somit 16st B eine quadtratische Gleichung iiber Z und wegen B € R\ Q ist B

eine reelle quadratische Irrationalzahl. O

Satz 20.3. Es sei d € N kein Quadrat und ¢ die Linge der kiirzesten Periode in der
Kettenbruchentwicklung von a = \/d. Dann gilt

Vid = lag, @t, - -, a1, Gz

mit ag = [Vd].

Satz 20.4. Es sei d € N kein Quadrat, § = % die Ndherungsbriche fir ¢ die
kiirzeste Periode der Kettenbruchentwicklung von /d. Dann ist

(z, ) (p,q) falls £ gerade ist,
z,y) =
’ (p* +dq* 2pq)  falls £ ungerade ist.

21. 4 JuLl

Beweis von Satz 20.2 <: Es sei a = %E fiir a,b,c € Z, ¢ # 0 und b > 0 kein
Quadrat. Dann gilt es

C

%ﬁ falls ¢ < 0.

{M falls ¢ > 0,
a:

In jedem Fall gilt es a = %& mit sy | d — m3. Es seien

Mp41 = QpSp — My,

d—m?
Spy1 = ——FL
fir n > 0.
Zur Erinnerung: Nach dem Kettenbruchalgorithmus gilt es o = [ag, aq, .. .] fir ag =
«, ag = La0]7
1
Qnpt = und a1 = |-
Wir behaupten, dass
m, +Vd
oy = ———

Sn
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gilt. Die Behauptung ist klar fiir n = 0. Nehmen wir an, dass sie fiir ein beliebeges
n gilt. Dann ist

2

d—m? d—(a,s, —my)?> d—m?
Sn+1 —= = —=

Sn Sn Sn

nach Voraussetzung eine ganze Zahl und

1 1 Sn
(Xn = = —=
+1 Qy — Ay, mns;\/a_an mn—ansn+\/a
B Sp ~ Sn(Mpg1 + Vd) M1+ Vid
Vd— Mp+1 d— m31+1 An+1 '

So wird die Behauptung nach Induktion beweisen.

Es gilt dann
ApPn—1 + Pn—2

OnQn—1 + gn—2

a=ag=[ag,...,am1,0,] =

S

My —
Sn

fir px, & wie in Satz 18.2 erklart. Die zu «,, konjugierten Zahlen sind o/, =
und es gilt

o = <anpn1 + an)/ _ O Pn—1 + P2
Andn—1 + Gn—2 O‘;1Qn—1 + dn—2
Auflésen nach o/, ergibt

! /
My — \/E . Oél o O (qn—2 — Pn—2 o n—2 & — Tp_2
T PV
Sn Q'(n—1 — Pn—-1 qn—1 Q" — Tp—1

Da ¢ > 0 fiir jedes £ € N und

o —rp_e o —«

=1>0.

lim — = —
n—oo ' — T'p—1 o — o

gilt, daher folgt die Existenz eines N mit o], < 0 fiir alle n > N.

Nach dem Kettenbruchalgorithmus ist «,, > 0 fiir alle n > 1. Es folgt
2vd

Sn

fur alle n > N und somit s,, > 0 fir alle n > N.

an —al, >0

Nun folgt
0<an < unr =d—m’, <d
fiir alle n > N, sowie
mi+1 =d — qugnr1 < d,
also |my,41| < V/d fiir alle n > N.

Fir n > N konnen also s, und m,.; nur endlich viele Werte annehmen. Da-
her ist {a, | n € N} endlich und existieren m und ¢ mit m < ¢ und «, =
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ay. Es folgt nach der Bemerkung nach der Aussage des Satzes 20.2, dass a =
[ag, ..y Qm—1,Tm, - -, Gmye—1) periodisch ist. O

Satz 20.3 und Satz 20.4 sind Konsequenzen des folgenden Satzes von Galois.
Die Beide Sitze hingen vom folgenden ab.

Satz 21.1 (Galois). Es sei « eine reelle quadratische Irrationalzahl. Die Kettenbru-
chentwicklung von « ist genau dann rein periodisch, wenn o > 1 und —1 < o/ < 0
15t.

Beweis: Hausaufgabe fiir den Student. O

Beweis von Satz 20.3: Es sei o = Vd = lag,a; ...], d € N kein Quadrat. Es sei
v = |Vd|+Vd = [cg,c1,...]. Dacy =2[Vd]| =2ap > 1und -1 < v = [Vd]| —Vd <
0 gelten, finden wir nach Satz 21.1, dass v = [2aq, c1, ..., 1] rein periodisch ist.
So folgt es

QO =79—0a = [a07cl7 s 7C€—172a0]-
0

In statt Satz 20.4 zu beweisen, beweisen wir das folgende allgemeinere Ergebnis.

Satz 21.2. Es sei a = V/d fiir d € N kein Quadrat. Es seien p,, g, wie in Satz 18.2
und s, wie 1tm Beweis von Satz 20.2 und { wie in Satz 20.53. Dann qilt s,, = 1 genau
wenn £ | n und s, # —1 fir jedes n € N. Auflerdem gilt es fir jedes n > —1

pi - in = <_1)n+15n+1-
Insbesondere

Pfuz—1 - dquq = (_1)7%-

Bemerkung. Falls (p,q) eine Losung von x* — dy* = —1 ist, folgt es

(p—gVd)(p+qVd) =p* — ¢’d = —1.
Wir kénnen beide Seite quadraten. Daraus kommt
(0 + ¢*d) — 2pgVd) ((0° + ¢°d) + 2pgV/d) = (p — qVd)* (p + qVd)* = 1.
So folgt Satz 20.4 nach Satz 21.2.

Satz 21.2 bedeutet, dass die Niaherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von v/d
Losungen von den Pellschen Gleichungen sind. Folgendes ist die Riickrichtung.

Satz 21.3. Es sei d € N kein Quadrat. Es seien Z—: die Ndherungsbriiche der Ket-
tenbruchentwicklung von V/d. Es sei N € Z mit 0 < |N| < v/d.

Zu jeder Losung x,y € N der Pelleschen Gleichung x? — dy? = N mit ggT(z,y) = 1
gibt es dann ein n mit x = p,, Yy = Q.
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22. 7 JuLl

Satz 22.1. Es sei « € R\ Q. Fiir alle n > 1 gilt dann
1

Gnlni1

_Dn
n

< | <

‘ Pn+1
a —
QnJrl

Idee des Beweises: Mit den o, a, aus dem Kettenbruchalgorithmus (Satz 19.4)
fiir a gilt
1 1 1

— < = .
Gn (On1@n + Gn-1) G (G 1Gn + Gne1)  Gnlntr

‘O&—?"n

Multiplikation mit k,, ergibt

1
(221) |QQn - pn| < :
qn+1

Danach zeigt man, dass o, 1¢, + Prn_1 < Qqni2, also
1 1
= > .
dn (O'/N-HQn + Qn—l) Andn+2

‘ P
a _— —
Gn

Multiplikation mit ¢, und Anwendung von (22.1) liefert

1
’ﬁkn —hy| > > ‘ﬁknﬂ - hnﬂ‘.
kn+2
Damit kann man zeigen, dass
‘ _ Pnt1 < ’ _ Pn
dn+1 an
gilt. O

Satz 22.2. Essei € R, 0 ¢ Q und § ein gekiirzter Bruch mit a € Z, b € N. Dann
qgilt:

(1) Wenn |9 — 2| < ‘?9—2—:

fur einn > 1, dann ist b > k,.
(2) Wenn |9b — a| < |9k, — hy| fir einn > 1, dann ist b > k1.

Idee des Beweises: Wenn (1) nicht wahr wére, folgt es, dass (2) auch nicht wahr
ist. Das, heifft, man muss nur (2) beweisen.

Wir nehman an, dass es § und n gibt, so dass b < g, und |ab — a| < |ag, —pn|. Man
benutzt Satz 18.2 um zu zeigen, dass die Gleichungen

TGy + YGnyr = b
TPy + YPnt1 = a



47

genau eine Losung x,y € Z haben. Nach der Annahme, gilt zy < 0. Da rg < ry <
< a < -+ <1y <7, haben z(agni1 — Pry1) und y(ag, — p,) das gleiche
Verzeichen. Es ist

2 (aGn — pn) + Y (WGnt1 — Pot1) = ab — a,
also
lab—al = [z (g, —pu)| + [y (@Gns+1 — Pui1)]
> |z (agn — pa)| = |agn — pal
im Widerspruch zur Annahme. O

Satz 22.3. Esseia € R\Q, $ €Q,acZ, beN, ggl(a,b) =1. Wenn

gilt, dann ist ¢ ein Ndherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von a.

a
b

Beweis: Es sei

a 1
o3 <
Man nimmt an, es wére § # 1, = Z—’” fir alle m > 0.

Man definiert n € Ny durch ¢, < b < g,41. Aus Satz 22.2 folgt dann

also

' | b,y L

In| "~ n bl 2bgn
Wegen ¢ # 1, ist bp, — ag, € Z \ {0}, also |bp,, — ag,| > 1. Es folgt
1 bp, —a a a 1 1
@§—| o el i ‘“—% o3l < g0 o

also ﬁ < #, also qin < %, also b < ¢, im Widerspruch zur Wahl von n. Somit folgt
7 ="Tn L]

23. 11 JuLi

Letztes Mal haben wir gesehen, wenn ¢ € Q eine ,gute Approximation” von z €
R\ {Q} ist, gilt dann, dass § ein Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung von
x ist. Die Worte ,,gute Approximation” bedeuten, dass |§ —z| < ﬁ. Das Problem ist
leider, wir haben nicht gezeigt, dass beliebige  existieren, die diese Eigenschaft ent-
sprechen, sogar die Naherungsbruch der Kettenbruchentwicklung selbst. Folgendes

berichtigt die Situation.
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Satz 23.1 (Satz von Hurwitz). Zu jeder irrationalen reellen Zahl o gibt es unendlich

viele rationale Zahlen % mit

o-5l< 22
a——| < ——.
bl /52
Von je drei aufeinanderfolgenden Ndiherungsbriichen der Kettenbruchentwicklung

von « erfillt mindestens einer diese Ungleichung.

Beweis: Der Beweis ist nicht besonders schwer. Wegen der Zeit, beweisen wir diesen
Satz nicht. OJ

Man kann auch zeigen dass die Zahl V5 von Satz 23.1 ist die beste, darauf man
erwarten kann.

Satz 23.2. Zu jedem ¢ > /5 gibt es reelle irrationale Zahlen o, so dass

a

nur fir endlich viele rationale Zahlen 3

Kein Beweis von Satz 23.2 wird gegeben. Jeder, der sich fiir dieses Ergebnis interes-
siert wiirde, sollte an o = %5 denken.

Folgengder Satz von Liouville wurde genutzt, um zu zeigen, dass es transzendente
Zahle gibt.

Satz (Liouville, 1844). Ist a« € R algebraisch vom Grad n, dann gibt es ein § > 0,
so dass nur endlich viele % € Q gibt mit

Bemerkung. Nach Cantors Beweis von 1891, dass die reellen Zahlen tiberabzéhlbar
sind, ist die Existenz von transzendenten Zahlen einfach. In der Geschichte kommt
Liouville ganz friiher.

Verbesserung des Satzes von Liouville durch Thue (1909), Siegel (1921), Roth (1955).

Satz (Satz von Roth). Ist ¥ ¢ Q reell und algebraisch und € > 0, dann gibt es ein
0 >0, so dass fir alle % € Q gilt:
h
9 — =
-

)
k?—f—e '

Obwohl wir Satze 21.2 und 21.3 wahrend der Klase nicht beweisen haben, schreiben
wir den Beweis auf.
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Beweis des Satzes 21.3: Es seien p,0 € R und X,Y € N und es sei 0 < o < /p,
p€Q, geT(X,Y)=1und X? — pY? = . Dann folgt
X o

Y VP EYE Y)Y

also—>1unddaa<\/_

Y
X o VP 1 1
0< —— = < < .

Y Ve Y(X+\/_pY) Y(X+\/EY) Yz( f+1> 2Y2

Nach Satz 22.3 ist daher é ein Naherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von
VP

Im Falle N > 0 wahlt man 0 = N, p=d, X =z, Y = y. Dann folgt x = h,,, y =k,
fiir ein passendes n.

Im Falle N < 0: Fiir 22 — dy? = N schreibt man 3% — 1 % = —%.

Man wéhlt 0 = =&, p— 2, X =y, Y =2 Dam gilt 0 < o < /p, und ¥ ist ein
Naherungsbruch fur Ist Vd = [ag, a1, as, .. ], so ist

ﬁ: [0,\/;1} = [0, ap, as,...].

Aus Satz 18.2 folgt, dass der n-te Naherungsbruch von —= glelch

Pn_ 1st Fiir ein n

ist also ¥ = p” ,also x = pn, ¥y = q,. O

Idee des Beweises von Satz 21.2: Es sei d € N kein Quadrat, v/d = [ag, ay, . . ]
und Z—: = lag, - - ., Gy). Zuerst zeigt man, dass fiir alle n > —1

pi - in = (_1)n+13n+1
gilt. Darum zu beweisen, benutzt man

mytVa
Vd = ag, ..., an, m"st‘/a] = Em“\f)

sn

PntSn+1Pn—1

>Qn+5n+IQn71

Vergleich von rationalen und irrationalen Anteilen liefert

Myp1Gn + Snt1q9n—1 — Pn = 07
Mp1Pn + Snt1Pn—1 — dQn = 0.

Damit findet man unter Verwendung von Satz 18.2 die Behauptung.

Man muss jetzt beweisen, dass s,, # —1 fiir alle n.

Zur Erinnerung: vd = [ag, a1, ... ,ap_1,2a0] und

’Y:ao—i‘\/a: [2a0, a1, ..., a1
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_ mL+Vd

ist rhein periodisch. Man schreibt v, = === wie im Beweis von Satz 20.2. Dann
ist 4o = ao + V/d, also s}y = 1. Wegen
m!, +Vd
ZT:fYTe:fyO:ao—i—\/a
rl

folgt es, dass s, = 1 gilt. Da ¢ ist die kleinste Zahl damit vy = s, zeigt mann
ahnlischerweise, dass s/, = 1 genau wenn ¢ | n.

Nach «a,, = v, — o folgt s, = s}, und m!, = mn — aps,.
Dass s,, # —1 gilt, wird nach Widerspruch beweisen. 0

Eine elliptische Kurve ist eine (projektive) Kurve von Grad 3 ohne Singularitéten
zusammen mit einem Punkt O. Solche Kurve kann geschrieben werden, als die Lo-
sungen von einer Gleichung

y* = f(z) f(x) =2 +az® + br + ¢,

dabei f drei verschiedene Nullstellen hat. Dass heifst, falls k£ ein Korper ist, a, b, ¢ € k,
ist E(k) = {(z,y) € ¥* | v* = f(z)} U{O}. Der sogenannte ,Punkt auf oo” O wird
spater erklart werden.

Zwei Zahlentheoretische Fragen:

e Fermats Letzter Satz: Es sei a, b, ¢ € Z und ¢ > 3 damit abc # 0 und a‘+b° =
c*. Dann betrachten wir die elliptische Kurve E, . : y* = x(x — a*)(z + b").
Der Beweis von Fermats Letzten Satz hédngt von den Eigenschaften dieser
Kurve ab.

e Dreieckszahlen: Eine Zahl n € N heifst Dreieckszahl (engl. congruent num-
ber), falls es a, b, c € Q gibt, damit

ab

5

Dass heifst, n ist die Fldche eines rechtwinkligen Dreiecks mit rationalen
3

A+ =732 n=

Seitenldngen. Die elliptische Kurve E, : y? = 23 — n?z hat mehr rationale
Punkte auferdem {(0,0), (£n,0), O}, genau wenn n Dreieckszahl ist.

24. 14 JuLi

Definition. Es sei k ein Korper. Der projektive Raum von Dimension n (iiber k)
ist

PP = {(Xo, X1, ..., Xp) € K"\ {(0,0,...,0)}}/ ~
und (Xo, X1,...,Xn) ~ (X§, X1,...,X]) gilt genau wenn es t € k* gibt, damit
tX; = X} fiir alle 0 < j < n. Man schreibt [Xo : X7 : -+ : X,] als Représentant
einer Aquivalenzklass.
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Man nennt P} die projektive Gerade und P% die projektive Ebene.

Bemerkung. Manchmal ist es einfacher die projektive Gerade betrachten wie die
Menge von Geraden aus k2, die die Ursprung enthalten. Ahnlicherweise ist die pro-
jektive Ebene die Menge von Ebene aus k3, die die Ursprung enthalten.

Fiir jedes 0 <7 < n hat man die Menge

Durch die Abbildung

X; — k", (Xo: Xq: - X, — (X—g,...,x§:1,x§tl,...,§—2).
Die Umkehrabbildung ist

k" — X, (X1, Toy . yxp) =[xy iy s Lomgg ey

So gilt es, dass die projektive Gerade
PL=X,U{[0:Y]|Y €k*}
ist. Da [0: Y] =[0: 1] fiir alle Y € k%, haben wir P}, = X; U {[0: 1]} ~ k U {c0}.

Also, die Projektive Gerade ist gleich als die normalle® Gerade plus ein Punkt mehr
,aus Unendlichkeit”.

Man findet auch, dass
P2 =X, U{[X:Y: 0 €Ps} ~k*UP].

Die Menge {[X : Y : Z] € P2 | Z = 0} heikt die Gerade aus Unendlichkeit. So
kann man dass, dass die projektive Ebene eine ,Affin Ebene plus eine Gerade aus
Unendlichkeit” ist.

Definition. Ein Polynom F(X,Y,Z) € k[X,Y, Z] heifst homgen von Grad d, falls
F(tX,tY,tZ) = t?F(X,Y,Z). Das heifit, jedes Monom X7Y*Z% von F hat den
gleichen Grad d = j+k+/{. Falls F(X,Y, Z) ein nicht konstantes homogenes Polynom
von Grad d ist, nennt man die Menge C = Cr = {[X : Y : Z] € P} eine projektive
Kurve von Grad d. Eine Kurve von Grad 1 heifst eine Gerade.

Beispiel. Die projective Gerade von F\(X,Y, Z) = Z ist genau die vorher sogenannte
Gerade aus Unendlichkeit der projektiven Ebene.

Eine affine Kurve ist die Menge von Losungen zu einem Polynom f € k[z,y]. Der
Grad von f ist der grofste (ganz) Grad von jedem Monom aus f. Man kann durch

Folgendes zwischen affine und homogene Kurven wechseln. Falls f € k[z,y] von
Grad d gilt, nimmt man F(X,Y,2) = Zf(3,%). Falls F(X,Y,2) € k[X,Y, Z]

3Man nennt k die affine Gerade.
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homegen von Grad d gilt, nimmt man f(z,y) = F(z,y, 1). So ist jede Kurve aus der
affinen Ebene das affine Teil von einer projektiven Kurve.

Beispiel. Es sei E eine elliptische Kurve. Also, wir haben ein Polynom ¢ € k[z] von
Grad 3, das unterschiedliche Nullstellen hat. Dann wird die affine Punkte von E
durch f(z,y) = y* — f(z) ermittelt. Die projektive Kurve F wird nach entweder

Y27 = X3 +aX?Z +bX 7%+ 23

oder F(X,Y,Z)=Y?Z — X3+ aX?Z +bXZ?+ cZ? ermittelt. Wir kénnen bestim-
men, welche Punkte aus der entsprechenden projektiven Kurve auf der Gerade aus
Unendlichkeit liegen, wenn wir Z = 0 in F/(X,Y, Z) einsetzen. Dann finden wir, dass
0 = X3 gilt fiir jeden Punkt der Kurve aus Unendlichkeit. Das heifit, [0:1:0] = O
ist der einzige Punkt auf der Kurve aus Unendlichkeit.

Satz 24.1 (Bezout). Es seien Cy und Cy projektive Kurve von P% ohne gleichen
Komponenten.* Falls d; der Grad von Cj; ist, gilt es, dass C1NCy genau didy Punkte
hat, wenn man richtig die Vielfachheit von jedem Punkt zdhlt.

Beweis: entfillt O

Bemerkung. Eine elliptische Kurve E und die Gerade Z = 0 sollen nach diesem Satz
drei Schnittpunkten haben. Wir haben gezeigt, dass es nur einen gibt. Das ist kein
Widerspruch zum Satz. Allerdings haben wir gesehen, dass die Gleichung X3 =
aus den Schnittpunkt davon erscheint. Deswegen ist die Vielfachheit 3.

25. 18 JULI

Definition. Es sei F eine elliptische Kurve iiber einen Korper k. Man definiert eine
binédre Operation + : E(k) x F(k) — E(k) nach Folgendem. Es sei P, Q) € E(k).

e Es sei PQ die Gerade durch P und Q. Falls P # @ gilt, ist PQ eindeutig.
Ansonsten definiert man, dass PQ die Gerade sei, die Tangent zu E(k) ist.

e Essei R = PxQ der dritte Punkt von E(k)NPQ. Nach dem Satz von Bezout
ist P % () wohldefiniert.

e Es sei OR die Gerade durch O und R. Sie ist nochmal die Tangente, falls
R=0.
e Es sei P+ Q der dritte Punkt von E(k) N OR.
Satz 25.1. Es sei E : y*> = 2® + ax® + bx + ¢ eine elliptische Kurve. Die Menge
E(k) ist durch die Operation + eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O.

4Es seien Fy und F, homogene Polynome. So ist F' = F; F5 ein homogenes Polynom. Die ent-
sprechende Kurve C' = C7 U C5y wohin C7 und Cs die Kurven nach F; und F3 sind. Die C; und Cy
heiflen Komponenten von C.
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Idee des Beweises: (Wohldefiniert) Es seien P = (z1,y;) und Q = (z9,y2). Man
leitet es ab, dass P + Q = (zg,y0) = (P, V) fiir bestimmte rationale Abbildungen
O U € k(x1,22,y1,Y2,0a,b,c). Das heiltt, wenn z1,y1, o, yo € k gilt, so gilt es auch,
dass xg, yo € k. Bemerkung: man muss vorsichtig mit O sein.

(Abelsch) Dass P + @Q = @Q + P ist klar, weil PQ = QP. Also, + ist abelsch.

(Neutrales Element) Es sei P = (9, y) # O. Also, die Gerade OP ist vertikal. Das
heifit, der dritte Punkt von E(k) N OP ist R = (z¢, —o). Natiirlich ist P der dritte
Punkt von E(k) N OP. Dass heikt, O + P = P. Falls P = O verwendet man, dass
die Tangente durch O Schnittpunkt von Vielfachheit 3 hat.

(Inverses) Die Inverse von P = (xg, o) ist —P = (o, —Yo)-

(Assoziativititsgesetz) Es seien P, @), R € E(k). Man muss zeigen, dass (P+Q)xR =
P % (Q + R) gilt. Man verwendet Satz 25.2 mit

C=E, Ci=PQ (P+QR-O@Q%R), Cy=PQ+R)-QR-O(P*Q).
Die 8 Punkte des Schnittpunkts sind {P,Q, P+ Q,P+Q,R,R+xQ,R+ Q,0}. O

Satz 25.2 (Cayley-Bacharach). Es seien C,Cy,Cy Kurve aus P? von Grad 3, die
keine gemeinsamen Komponenten haben. Falls C' N Cy und C N Cy 8 gemeinsame
Punkte enthalten, ist der neunte von Beiden das Gleiche.

Beweis: entfillt O

Definition. Es sei E eine elliptische Kurve iiber einen Korper k. Die Torsionunter-
gruppe von E(k) ist

E(k)tor := {P € E(k) | nP = O, fiir einiges n € N}.
Satz 25.3. Sei E : y* = 2° + ax® + bx + ¢ eine elliptische Kurve mit ganzzah-
ligen Koeffizienten a,b,c. Es sei P = (x0,y0) € E(Q)tor- Es sei A = A(E) die

Diskriminante.

(1) (Satz von Nagell-Lutz, 1935/37)
Es gilt zo,yo € Z und falls yo # 0, dann gilt y2 | A.

(2) (Satz von Mazur, 1977)

Die Gruppe E(Q)or ist isomorph zu einer der Folgenden.

Z/NZ, N € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12}, ZJ2Z x ZL/NZ, N € {2,3,4}.
Beweis: entfillt O
Sei B : y? = 23 + ax? + bx + ¢ eine elliptische Kurve mit ganzzahligen Koeffizienten
a,b,c. Es sei p Primzahl damit p { A(E). Dann definiert E eine elliptische Kurve

iber den endlichen Korper F, mit p Punkten. Dass heifit, wir kénnen alles modulo
p betrachten. Natiirlich ist F(F,) eine endliche Gruppe.
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Satz 25.4. Es sei E : y?> = 23+ ax? + bx + ¢ eine elliptische Kurve mit ganzzahligen
Koeffizienten a,b,c. Fir jede Primzahl p damit pt A(E) gibt es eine injektive Ab-
bildung E(Q)ior — E(F,). Diese Abbildung ist ein Homdéomorphismus von Gruppen.

Beweis: entfillt O

Beispiel. Die elliptische Kurve E : y*> = 2® + x hat die zwei Punkte (0,0),0 €
E(Q)tor- Gibt es sonst mehr?

Da A = —32, ist E eine elliptische Kurve iiber F, fiir jede Primzahl p > 2. Man
zeigt, dass

E(F3) = {(0,0),(—1,1),(-1,-1),0} ~ Z/4AZ,
E(F5) = {(0,0),(2,0),(-2,0),0} ~Z/27 x 7./ 27.
Nach Satz 25.4 folgt es F(Q)ior = {(0,0), O}.

Man koénnte den Satz von Nagell-Lutz benutzen anstatt Satzes 25.4. Dadurch finden
wir fiir einen Punkt (xg,40) € F(Q)tor, dass yo € {0,2,4} gilt. Wenn zy € Z auch
sein muss, gibt es nur eine Losung: (xg,40) € E(Q). Also, E(Q)sr = {(0,0), O}.

Satz 25.5 (Mordell (1922)). Sei E : y* = 23 + az? + bx + ¢ eine elliptische Kurve
worin a,b,c € Z. Dann ist die Gruppe E(Q) von endlich viele Punkte erzeugt. Das
heifst, es gibt endlich viele Punkte, so dass jede rationale Lésung von E aus diesen
erhalten werden kann, indem man den dritten Punkt auf E auf einer Gleichung
durch zwei Punkte berechnet und refiektiert, um neue Punkte zu erhalten.

Beweis: entfillt O

Bemerkung. Der Satz von Mordell sagt, dass E(Q), endlich ist und es r > 0 gibt,
damit E(Q) ~ Z" + E(Q)or gilt. Die Zahl r heift der Rang von E.

26. 21 JuL1i

Wir betrachten eine elliptische Kurve E gegeben durch die Gleichung y* = f(z) =
23+ azr® +bx +c¢, a,b,c € k so dass A(E) # 0. Dann haben wir den Punkt O = [0 :
1 : 0] aus Unendlichkeit, der das neutrale Element von E(k) ist.

Fiir einen Punkt P # O, damit es 2P = O gilt muss die Tangente auf P durch
O liegen. Das heift, die Gerade PP ist vertikal. Man sieht dann, dass P = (zg,0)
und f(zg) = 0 gilt. Fiir P = (z0, y0), merkt man auch, dass —P, der Punkt damit

P+ (—=P) = O gilt, —P = (9, —yo) ist, weil P(—P) nochmal durch O liegen muss.

Falls 3P = O gilt, muss dann 2P = —P. Dass heift, falls R der andere Punkt
aus PP N E(k) ist, liegt —P auf RO. Das kann nur sein, wenn R = P ist. Also, die
Tangente duch P ist ein dreimaler Schnittpunk. Solcher Punkt heifit ein Wendepunkt.
Bemerkung: Wir haben schon gesehen, dass O ein Wendepunkt ist.
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Satz 26.1. Sei E : y*> = f(x) = 2° + ax? + bx + ¢ eine elliptische Kurve. Es seien
P = (x1,11) und Q = (x2,y2) damit y; + y2 # 0. Dann gilt es

P+Q:(/\2—CL—$1—]32,—)\I3—V),

wohin _
T fP#Q,
To — X1
A pr—
!
)
2u1
und

V=11 — AT1 = Yo — ATa.

Beweis: Sei L die Gerade PQ. Dann ist A die Steigung davon und L wird nach
y = Ax + v gegeben. Man setzt dies in die Gleichung fiir £ ein und findet
0= f(z) —y’
= (2 + az® + br +¢) — (A\v + v)?
= (x —a1)(x — 22)(x — x0).
Die letze Gleichung daher folgt, weil P, Q und P + @ der Schnittpunkt E(k) N L

sind und so ihre z-Koordinaten Nullstellen sind.

Nun betrachtet man die z* Koeffizienten von (2 + ax? + bz + ¢) — (Ax + v)? und
(x — z1)(x — z3)(x — o). Dadurch findet man
T3 =\ —a— 1 — 9.

Die y-Koordinate von P x @) wird durch Az3 + v gegeben. Also, die Negation davon
ist die y-Koordinate von P + Q). 0

Bemerkung. Man soll sich die Ableitung von Satz 26.1 erinnern. Dann kann man
alles schnell und einfach wiederfinden, ohne die Gleichung in Gedéchtnis behalten
miissen.



