Themenkataloge tir die Zentralklausuren
(Sekundarstufe II)

Algebra
Funktionentheorie
Reelle Analysis

Diese Themenkataloge simair fur die Zentralklausurenmalf3geblich. Ei’ die Individualklausurenund
die mindlichen Piifungenliegt die Verantwortung in der Hand des jeweiligerufers. Daher ist eine
Absprache des Bfiings mit dem Pufer tiber den inhaltlichen Rahmen demuRirrig in jedem Fall erfor-
derlich. (Die folgenden Katalogeokihen dabei als Gesmfisgrundlage dienen.)

Fur die Zentralklausur wafilt der Pufling bei der Anmeldung zur Bfling ein Gebiet aus dem Katalog
»Algebra, Reelle Analysis, Funktionentheorie*; dieses Gebiet wird in derdiichen Pufung nicht mehr
gepuft.

Die Puifer des Mathematischen Instituts habendie Zentralklausuren verabredet:

1. Aufgaben zu vermeiden, die die Kenntnis spezieller Tricks voraussetzen. Die Klausuraufgaben sol-
len aufgrund eines grundlegenden Vamtilisses und der Kenntnis der einagiien Methoden eines
Gebietes und aufgrund einer allgemeinen mathematischen Adbegik€it bsbar sein.

2. Aufgaben zu vermeiden, in denen diesduhg eines Teiles die notwendige Voraussetzungdfé
Bearbeitung der folgenden Aufgabenteile ist.

3. die Anzahl der Aufgaben in einer Klausur nicht zu knapp zu halten, so dass die gute Bearbeitung einer
gewissen Auswahl schon als eine gute Leistung bewertet werden kann. Bei der Bewertung der Klausuren
ist die Anzahl desorgfiltig bearbeiteten Aufgaben entscheidend.



Algebra

Zahlen
Zahlbereichserweiterungel: C Z C Q C R C C. Algebraische und Transzendente Zahlen. Transzen-
denz vore und .

Gruppentheorie

Grundbegriffe: Gruppe, Untergruppe, Gruppenhomomorphismus. Nebenklassen, Index, Ordnung. Nor-
malteiler, Faktorgruppen. Homomorphie- und Isomorpdiiss.'Direkte Produkte von Gruppen. Ordnung
eines Elements, kleiner Fermatscher Satz, Satz von Lagrange.

Beispiele: Zyklische Gruppen, Diedergruppen, Kleinsche Vierergruppe. Symmetrische, alternierende
Gruppen, Permutationsgruppen. Lineare Grup@érin, K), SL(n, K), O(n,R). Geometrische Deu-
tung der zyklischen und der Diedergruppen als Symmetriegruppen von Polygonen.

Gruppenoperationen auf Mengen, Bahnen (=Orbiten), Standgruppen (=Isotropie-, Stabilisatorgruppen),
Bahnengleichung. Links-, Rechts- und Konjugationsoperation einer Gruppe auf sich selbst. Innere und
aullere Automorphismen.

Normalreihen, aufisbare Gruppen, Kommutatorgruppe. Agfharbeit vonS, und Nichtaufbsbarkeit
von A, furn > 5.

Ringtheorie

Grundbegriffe: Ideale, Homomorphismen, Restklassenringe. Homomorphie- und Isometg#hi&sii-
heitengruppe, Nullteiler, nilpotente Elemente. (Schiefjier. Primideale, maximale Ideale. Integt#-
bereiche (=Integrétsringe), Hauptidealringe. Faktorielle Ringe.

Arithmetik in euklidischen Ringen (besondéfsZ[i] und k[T’]): Primelemente, Existenz und Eindeu-
tigkeit von Primfaktorzerlegungen. Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT. Anwendung in
k[T]: Partialbruchzerlegung.

Der RingZ /n: Rechnen mit Kongruenzen. Chinesischer Restklassensatz. Einheitengfuppég, Eu-
lerscheyp-Funktion. Existenz von Primitivwurzeluf{Z /p)*.

Polynomringe: Polynomringe faktorieller Ringe sind faktoriell. Irreduzibigikriterien. Kreisteilungs-
polynome.

Konstruktion des Quotientenkpers von Integrétsbereichen.

K orpertheorie

Grundbegriffe: Primkiper, Charakteristik, Brfpererweiterungen, algebraische Elemente, transzendente
Elemente. Grad, Gradsatz. Minimalpolynom, charakteristisches PolynonalldegiSiorper. Existenz

und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses (ohne Beweis).

Endliche Korper haben Primpotenzordnung. Existenz und Eindeutigkeit endliohgreK vorgegebener
Ordnung.

Polynome mit mehrfachen Nullstellen, separable Erweiterungen. Satz vom primitiven Element. Galoi-
serweiterungen, Galoisgruppe, Hauptsatz der Galoistheorie.

Anwendungen
Zyklische Erweiterungen. Quadratische, kubische Gleichungen. Kreisteilnpgsk Aufbsbarkeit von
Polynomgleichungen vom Grad 4 und Nichtaufdsbarkeit von Polynomgleichungen vom Grad.



Konstruktionen mit Zirkel und Lineal (Kreisquadratur, Winkeldreiteilungiglverdoppelung). Kreis-
teilungslorper tirn = 2,3,4,5,6,7,8 UberQ. Speziell:5-te Einheitswurzeln. Explizite Konstruktion
des reguien Rihfecks.

Erl&uterungen und Literaturhinweise

Die nachstehenden Literaturverweise beziehen sich aufutad’

[A] M. Artin: Algebra (Birkhauser)

[B] Bosch: Algebra (Springer)

[E] Ebbinghaus et. al.: Zahlen (Springer)

[FS] Fischer/Sacher: Einfirung in die Algebra (Teubner Studiardher)
Dabei werden besonders die@ier [A], [B], [E] zur Lektire empfohlen.

Zahlen: Das Grundverstridnis der Zahlbereichserweiterungen ist wesentlich gerade augderf'Schul-
unterricht. N C Z ist die Erweiterung eines Halbrings zu einem Rig,C Q die Konstruktion des
Quotientenkipers,Q C R der analytische Prozess der Vervalstigung (=KomplettierunglR c C

eine endliche, separableoifjererweiterung. Die Kapitel 1-3 in [E] sind ganz diesem Thema gewidmet.

Es sollte bekannt sein, was algebraische und was transzendete Zahlen sind, und wie man zeigt, dass es
transzendente Zahlen IR gibt [FS Anhang 2]. Der einfachste Beweis geilver ein Abzahlungsargu-

ment, das man in der Einleitung zum Anhang 2 von [FS] findet. Die Transzendenzumahr wurde

von Hermite bzw. Lindemann bewiesen. Die Beweise sind nicht ganz einfach uondegehicht zur
Vorlesunguber Algebra. Lesenswert zuist auch das Kapitel [E, 5].

Gruppen: Die Gruppentheorie findet man in den einsgitien Kapiteln von [A],[B] und [FS]. Die Ab-
schnitteuber Sylowgruppen und freie Gruppen werden ausgelassen. Dagegen sollte der folgende Haupt-
satzuber endliche abelsche Gruppen bekannt sein: Jede endliche abelsche Gruppe ist direktes Produkt
von zyklischen Untergruppen. Der Beweis ist etwaghsam. Er wird nicht vorausgesetzt.

Eine der wichtigsten Ideen der Gruppentheorie ist die, dass Gruppen auf Mengen openerem krid

dass man aus dieser OperationcRschlisseuber die Gruppe selbst wie auf die Menge ziehen kann.
Diese Idee wird beispielsweise zu einem scharfen Werkzeug, wenn man die Gruppe auf sich operieren
lasst. Dieser zentrale Gedanke und seine geometrische Deutung kommt inaemrBvon [FS] und [B]

leider viel zu kurz. Die beste Darstellung findet sich in [A Kapitel 5].

Die folgenden Beispiele sollten gut bekannt sein: Die zyklischen und die Diedergruppen und ihre Deu-
tung als Symmetriegruppen von regrdinn-Ecken. Die symmetrischen und die alternierenden Gruppen.
Schon aus der linearen Algebra bekannt sind die linearen Grupbém, K), SL(n, K), O(n,R), U(n).

Die Auflosbarkeit bzw. Nichtaulsbarkeit der symmetrischen Gruppg&n fur n < 4 bzw.n > 5 bil-
den den gruppentheoretischen Unterhaudié Auflosbarkeit bzw. Nichtaufbarkeit von polynomialen
Gleichungen vom Grag 4 bzw. > 5.

Ringe: Besonders wichtig sind der Ring der ganzen Zal#leder Ring der ganzen Gaul3schen Zahlen
Z[i] und der Polynomringk [T'] Uber einem Kiper K. lhnen gemeinsam ist, dass es sich um eukli-
dische Ringe handelt. Die folgenden Begriffe und Themen sind von unmittelbarer Relevanaiauch f*
die Schule und mssen gut beherrscht werden: Der euklidischer Algorithmus, Berechnung von ggT und
kgV, Primfaktorzerlegungen, Partialbruchzerlegung. In gleicher Weise die elementare Arithnigtik in
lineare Kongruenzen und ihreokiing, Chinesischer Restklassensatz. Kriteuew i€ Irreduzibiligit von
Polynomen sind wichtigui die Anwendungen in der ¢t¢pertheorie. Die Kreisteilungspolynome sind
die irreduziblen Faktoren voX™ — 1 € Q[X]. Sie tragen ihren Namen wegen des Zusammenhangs



mit dem Problem, den Kreis in gleiche Teile zu zerschneiden, oder anders gesagt: einaregul

Eck zu konstruieren. Aus jedem Integtisbereich bekommt man durch Hinggén von Nennern einen
Korper, den Quotientekper. Die wichtigsten Beispiele hierzu sind wieder die Erweiterurigen Q
undk[T] C k(T'). Wichtig ist dabei vor allem auch das theoretische Konzept der sauberen Konstruktion
von Briichen alsAquivalenzklassen von Paaren nach einer gewigsprivalenzrelation. Diese Aspekte

der Ringtheorie findet man in jedem der genannten Algebralehey.’

Korper: Neben den allgemeinen Konzepten sollte eine besondere Vertrautheit mit den folgenden Bei-
spielen da sein®, Q[i], Q[vV'd], R, C, K(X), F,. Es muss klar sein, dagsalgebraisch abgeschlossen

ist. Der Beweis dafi’ wird gewohnlich in der Analysis oder in der Funktionentheorieuet und wird
deshalb hier nicht erwartet. Auchrfdie Existenz und Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses eines
beliebigen Koirpers gendt die genaue Kenntnis dieser Aussage und ihre Anwendung, der Beweis ist we-
niger relevantUber endliche Kiper muss bekannt sein, dass ihradtitigkeit eine Primpotenz ist und
warum, und dass es zu jeder Primpotenz bis auf Isomorphie genau ednger Kiit dieser Mchtigkeit

gibt und warum.

In der Diskussion separabler Polynome bzw. separabtepéterweiterungen sollte bekannt sein, was
Separabiliat bedeutet und wann Inseparahbiliiuftreten bzw. nicht auftreten kann. Wir besatk&n uns
danach auf separableoipererweiterungen.

Der H6hepunkt der Algebravorlesung ist der Hauptsatz der Galoistheorie, der aickeBvon der
Korpertheorie zur Gruppentheorie safil.” Wichtig sind wieder die Anwendungen der Galoistheorie
auf klassische algebraische und geometrische Fragestellungen: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal,
(Nicht)aufbsbarkeit von algebraischen Gleichungen. Es empfiehlt sich, durch Durchrechnen einfacher
Beispiele eine gute Vertrautheit mit den Zahingslorpern quadratischer und kubischer Gleichungen zu
erwerben.



Funktionentheorie

Komplexe Zahlen, insbesondere: Polarkoordinatendarstelistg Wurzeln
Die Topologie der Gauf3schen Zahlenebéhe

Spezielle Funktionen, insbesondere: Exponentialfunktion, sin, cos, tan, sinh, cosh, Logarithmus, arctan;
Beziehungen zwischen diesen Funktionembidistransformationen (= lineare Transformationen)

Holomorphe Funktionen: komplexe Differenzierbarkeit, Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen,
Winkeltreue, konforme Abbildungen

Kurvenintegrale, Vertauschung von Limesbildung und Integration, stetigagigkeit eines Kurven-
integrals von einem komplexen Parameter, Stammfunktionen, Umlaufzahl (= Windungszahl = Index)
geschlossener Kurven

Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformel (in starigién Gebieten), die Cauchysche
Integralformel tir Ableitungen (€ir kreistormige Integrationswege in steanfriigen Gebieten) mit An-
wendungen; insbesondere : Satz von Liouville, sog. Fundamentalsatz der Algebra, Existenz einer Stamm-
funktion, eines Logarithmus und einesten Wurzel einer holomorphen Funktion (unter geeigneten Vor-
aussetzungen)

Weierstral3scher Approximationssatz, Satz von Morera, Riemannscher Hebbarkeitssatz

Entwickelbarkeit holomorpher Funktionen in Potenzreihen mit Anwendungen; insbesondereatslentit”
satz, holomorphe Fortsetzbarkeit reell-analytischer Funktionen, Elementagesdié Verteilung der
Nullstellen holomorpher Funktionen, Verhalten einer holomorphen Funktion in dbe Miner mehr-
fachenw-Stelle

Gebietstreue holomorpher Funktionen, Maximumprinzip

Entwickelbarkeit holomorpher Funktionen in Laurentreihen, die verschiedenen Typen isolierter Sin-
gularititen, Satz von Casorati-Weierstral3, meromorphe Funktionen, Residuensatz, Formeln zur Be-
rechnung von Residuen, Anwendungen des Residuensatzes auf die reelle Analysis (mindestens:
02“ R(cost,sint)dt, [* R(z)dz, [ R(z)-e™dz mit geeigneten Voraussetzungen), das Null-

und Polstellen-ahlende Integral, Satz von Rowch”

Ganze Funktionen, ganze transzendente Funktionen, Verhalten dieser Funktionenaheleohto

Literaturvorschéige: FISCHER/LIEB: FunktionentheorieFREITAG/BUSAM: Funktionentheorie




Reelle Analysis

Elementare Topologie metrischea®he (insbesondere dé¥); insbesondere: offene, abgeschlosse-
ne, (folgen-)kompakte und (weg-)zusammandgende Teilmengen, innere Punkte, Beuhgspunkte,
Konvergenz, Stetigkeit

Differentialrechnung in mehreren Variablen:
¢ Definition der Differenzierbarkeit, Darstellungen des Differentials

Ein Ersatz &ir den Mittelwertsatz in mehreren Dimensionen

Notwendige und hinreichende KriteriearfStellen lokaler Extrema

Lokaler Umkehrsatz

Satzuber implizit definierte Funktionen

Untermannigfaltigkeiten deR"

Lokale Extrema unter Nebenbedingungen
Kurvenintegrale (Wegunalihgigkeit), notwendige und hinreichende Kriteriem diie Existenz von Po-
tentialen zu Vekorfeldern (bzw. zu Pfaffschen Formen)
Das Lebesguesche Integral (iR ):
¢ Integration durch Iteration (Satz voruBINI), CAVALIERI sches Prinzip

Grenzwertaize der Integralrechnung (mindestens eimeerVertauschung von Integration und
Limesbildung)

Stetigkeit und Differenzierbarkeit eines Integrals nach einem Parameter

Integrale stetiger Funktionarbér nicht kompakten Intervallen

Transformationssatz

Sog. Vektoranalysis:
e Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace-Operator
e Flachenintegrale (mindestens £2-dimensionale Elchen imRR3 )

e STOKESscher und @ussscher Integralsatz (infR? und R? )



