POINCARE-REIHEN UND KOEFFIZIENTEN VON MODULFORMEN ([1] S.
2-8, [2] S. 107-110, 126, 159)

In diesem Vortrag sollen Sie die Koeffizienten von Modulformen mit Hilfe von verallgemei-
nerten Eisenstein-Reihen, sogenannten Poincaré-Reihen, untersuchen. Wir definieren die Un-

tergruppe
J
T = {i (O 1) e Z} C SLy(2)

der Translationen. Die Funktion ¢, (1) = €™ (n € Ny) ist invariant unter Translationen (d.h.
es gilt v, (7 + 1) = ,(7)). Wir definieren nun formal die zu ¢, gehdrige Poincaré-Reihe vom
Gewicht k durch

Pin(r)= Y ol M(7).
MET 5\SL2(Z)
Hier bei bedeutet M € I',\SL2(Z), dass M ein Vertretersystem der Rechtsnebenklassen von
SLs(Z) nach T'y, durchlduft, d.h. man muss sich insbesondere klarmachen, dass die Poincaré-
Reihen auch wohldefiniert sind, sprich unabhéngig von der Wahl dieses Vertretersystems. Fiir
n = 0 erhalten wir bis auf Multiplikation mit einer Konstanten die Eisenstein-Reihe Gj. Zeigen
Sie zundchst, dass die Poincaré-Reihe P ,, eine Modulform vom Gewicht k ist.

Satz 3.1. Fir k > 3 und n € Ny gilt Py, € M. Dariiber hinaus ist Py, fir n > 0 eine
Spitzenform.

Formal (d.h. wenn wir die absolute Konvergenz der Reihe annehmen) folgt aus der Identitét
(M, My € SLy(Z))
(w”‘le) ’kM2 - gp”’k (M M),

die im ersten Vortrag bewiesen wurde, dass P, das modulare Transformationsgesetz erfiillt.
Zeigen Sie also, um Satz 3.1 zu beweisen, dass fiir £ > 3 die Reihen Py, absolut konvergieren.

Aus Im (g:j:g) > 0 folgt

2m‘n( j:ig)

<1

(1)

Benutzen Sie diese Schranke, um analog zu dem Beweis des Lemmas iiber die Konvergenz
von Eisenstein-Reihen in Kapitel I11.2.1 in [2] zu zeigen, dass die Poincaré-Reihen absolut und
lokal-gleichméflig (man sagt statt lokal-gleichméfig auch kompakt) konvergieren. Zeigen Sie
schlieBlich, dass Py, fir n > 0 eine Spitzenform ist, indem Sie die die Terme fiir Im(7) > v,
(mit vg > 0 fest) gleichméBig abschitzen und dann termweise den Grenzwert fiir 7 — ioco
ermitteln.

Die Poincaré-Reihen stehen durch das sogenannte Petersson-Skalarprodukt im Zusammen-
hang mit den Fourier-Koeffizienten von Modulformen. Um dieses Skalarprodukt zu definieren,
sollen Sie zunéachst den ezxakten Fundamentalbereich

(&
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f:{T:x+¢yeH—2<x§2, |7] > 1 und |7| > 1 fur —2<x<0}
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der SLy(Z)-Operation auf H einfithren (s. S. 126 in [2]). Definieren Sie dann das Petersson-
Skalarprodukt von Modulformen f und g vom Gewicht &, von denen eine Spitzenform ist, als

(f.9) = [ £l dxdy

Die Bedeutung der Poincaré-Reihen im Zusammenhang mlt dem Petersson-Skalarprodukt zeigt
der folgende Satz, den Sie in Threm Vortrag beweisen sollen.

Satz 3.2 (Peterssonsche Koeffizienten-Formel). Es sei f(1) = 3,51 a(m)e*™™7 eine Spitzen-
form vom Gewicht k. Dann gilt

Py 0 fiirn =0,
o Pin) =\ = 2t ra(n)  fiirn > 1.

(47n)

Insbesondere ist die Fisenstein-Reihe vom Gewicht k bzgl. des Petersson-Skalarproduktes or-
thogonal zum Raum der Spitzenformen vom Gewicht k.
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