DARSTELLUNGSANZAHLEN VON QUADRATISCHEN FORMEN ([1] S.
15-16, S. 23, S. 31-34)

Eine quadratische Form ist eine Funktion () : Z™ — C, die fiir jedes X € Z™ und ¢ € Z die
Bedingung
Q ((X) = £PQ(X)
erfiillt. Wir nennen eine quadratische Form @Q positiv definit, falls fiir jedes 0 # X € Z™ gilt,
dass Q(X) > 0. Es sei @ eine positiv definite quadratische Form mit ganzzahligen Werten und
n > 0. Wir bezeichnen mit Rg(n) die Anzahl der Darstellungen von n durch ). Wir ordnen
der quadratischen Form @) die Theta-Reihe

O(r) = > ¥t =3 Ro(n)g"
(X150, X ) EZM n>0
zu. Zunachst sollen Sie die Transformationseigenschaften von ©¢ untersuchen.Dazu ist es hilf-

reich die quadratische Form explizit als Linearkombination von Produkten X;X; with 1 <i <
j < m zu schreiben: Es gibt eine eindeutig bestimmte symmetrische m x m Matrix A mit
1
QX) = 5XTAX.

Definieren Sie nun die Stufe und die Diskriminante einer quadratischen Form. Die Theta-
Reihe ©¢ ist eine Modulform in einem allgemeineren Sinn, als im ersten Vortrag definiert:
Insbesondere muss das Transformationsgesetz einer derartigen Modulform nur fiir eine spezielle
Untergruppe von SLy(Z) gelten, die von der Form

To(N) = {(CC‘ Z) € SLy(2)

ist. Desweiteren definieren wir den Dirichlet-Charakter xa(n) = (%) Formulieren Sie folgenden

c=0 (mod N)}

Satz, ohne ihn zu beweisen:

Satz 9.1. Es sei k € N und Q : Z** — Z eine positiv definite quadratische Form mit ganzzah-
ligen Werten der Stufe N und Diskriminante A. Dann ist die Theta-Reihe ©¢ eine Modulform
zu To(N) vom Gewicht k mit Charakter xa, d.h. fir jedes T € H und jedes (¢4) € T'o(N) gilt

O¢ (cm' i b) = xa(a)(cr 4+ d)* O¢(7).

ct+d

Als néchstes sollen Sie die Eigenschaften von geraden unimodularen quadratischen Formen
(d.h. von quadratischen Formen, die zu einer geraden unimodularen Matrix assoziiert sind)
untersuchen. Eine symmetrische Matrix A € Z™ ™ heifit hierbei gerade, falls X7 AX fiir alle
X € Z™ gerade ist, und man nennt A unimodular, falls det(A) = %1 ist. Insbesondere sollen
Sie ausgehend von den Ergebnissen des zweiten Vortrages das asymptotische Wachstum der
Anzahl der Darstellungen von n durch eine gerade unimodulare quadratische Form fiir grofie n
bestimmen.

Satz 9.1 impliziert, dass die zu einer positiv definiten geraden unimodularen quadratischen
Form @ gehorende Theta-Reihe O eine Modulform fir I'g (1) = SLy(Z) mit trivialem Charakter

ist. Diese Tatsache hat zahlreiche Konsequenzen. Insbesondere folgt:
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Satz 9.2. Fs sei () : Z™ — 7 eine positiv definite gerade unimodulare quadratische Form.
Dann ist m durch 8 teilbar.

Wiederholen Sie die Definition von Eisenstein-Reihen und Spitzenformen. Im zweiten Vortrag
hatten wir gezeigt, dass jede Modulform eindeutig als Linearkombination einer Eisensteinreihe
und einer Spitzenform vom selben Gewicht geschrieben werden kann. Erinnern Sie auch an Satz
2.3 aus dem 2. Vortrag. Leiten Sie aus diesem Satz nachstehende Folgerung her.

Satz 9.3. Es sei (Q : Z** — 7 eine positiv definite gerade unimodulare quadratische Form.
Dann ist die Anzahl der Darstellungen einer Zahl n € N durch @ fir grofies n durch folgende
Formel gegeben:

[STES

RQ(H) = _szk(fkl(n) + @) (n

Hierin bezeichnet By, die k-te Bernoulli-Zahl.

) (n — +00).
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