Kapitel II.

(Geometrie in der oberen
Halbebene und die Operation der
Modulgruppe

Einleitung

1. Vorbemerkung. Die im 1. Kapitel behandelten elliptischen Funktionen
sind definitionsgeméf genau die auf C meromorphen Funktionen, die unter ei-
ner Klasse von ausgezeichneten Gruppen biholomorpher Selbstabbildungen von
C invariant sind: Es handelt sich dabei um die Gruppen der Translationen
22— z4+w, w € () wobei ) ein gegebenes Gitter in C ist. Im Verlauf der
Uberlegungen war es dabei hiufig zweckmiikig, das Gitter € in der Form

N=Zr+7Z mit Im7>0

anzunehmen. Nach dem Basis-Lemma I.1.6 und den Uberlegungen in 1.4.1 ist
hierbei 7 nur bis auf eine Abbildung der Gestalt

ar+b . a b
(1) T M7= i d mit ]\4<C d)ES’L(ZZ)

bestimmt. Dies ist die historische Grundlage fiir das Interesse, das diejenigen
Funktionen seit den Anfangen der Theorie elliptischer Funktionen gefunden ha-
ben, die unter den Substitutionen (1) invariant sind oder wenigstens ein iiber-
sichtliches Verhalten zeigen.

2. Modulsubstitutionen. Im Zentrum aller folgenden Uberlegungen steht da-
her die so genannte Modulgruppe

= SL(2Z) = {M € Mat(2; Z) : det M = 1}.

Die Gruppe I' operiert als Gruppe von biholomorphen Automorphismen 1(1),
den so genannten Modulsubstitutionen, auf der oberen Halbebene

H:={reC; Im7 >0}
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Bevor in Kapitel III auf Funktionen eingegangen wird, die unter Modulsub-
stitutionen invariant oder wenigstens ,relativ invariant“ sind, sollen in diesem
Kapitel die geometrischen Grundlagen fiir solche Untersuchungen dargestellt
werden.

Es handelt sich dabei einmal um eine Erinnerung an die grundlegenden Eigen-
schaften der Abbildungen 1(1), wenn man fiir M reelle Matrizen der Determi-
nante 1, also M € SL(2;R), zuldsst. Zum anderen wird in §2 die Geometrie
der Modulsubstitutionen untersucht und insbesondere ein kanonischer exakter
Fundamentalbereich von I' in H konstruiert. Die folgenden Paragrafen dieses
Kapitels konnen bei einer ersten Lektiire iiberschlagen werden.

3. Die absolute Invariante und der Modulraum. In 1.3.4(8) hatten wir
jedem Gitter 2 mit Hilfe der WEIERSTRASS—Invarianten g; und g3 die so ge-
nannte absolute Invariante

7 =3(Q) = (1292)*/ (g3 — 273)
zugeordnet und in Satz [.4.1 gesehen, dass
J(Q) =7(Q) gleichwertig ist mit Q' = AQ firein 0# X e C.
Das Bild von j wird daher schon auf den Gittern der Form
Q=Zr+7Z mit 7€l

angenommen. Mit der Abkiirzung j(7) := j(Z71 + Z) zeigt 1(1), dass j unter
allen Modulsubstitutionen invariant ist. Dies war bereits in 1.4.4 dargelegt wor-
den. In Satz 1.4.4B wurde gezeigt, dass auch die Umkehrung hiervon giiltig ist:

Gilt  j(r') =j(r) fiir 7,7 € H, dann gibt es ein M € T' mit 7' = Mr.
Fiithrt man daher den Raum
MNH:={Tr; e} mit I'r:={Mr; Mel}
aller Bahnen von I' ein, so induziert j ein Bijektion
j :T\H— C, j*(T'7) := j(7).

In diesem Sinne ist I'\H ein Modulraum fiir die Funktion j. Eine erste Hauptauf-
gabe besteht daher darin, in der oberen Halbebene eine einfache Realisierung
dieses Modulraumes zu finden. Dies geschieht durch die Angabe eines exakten
Fundamentalbereiches von I'. Man vergleiche 2.4.

4. Verallgemeinerungen. Die obere Halbebene mit ihrer besonderen Geo-
metrie einerseits und die Gruppe der Modulsubstitutionen andererseits kénnen
auf viele Weisen verallgemeinert werden: Man kann bei H bleiben und Unter-
gruppen von I' studieren (§3) oder allgemeiner so genannte diskontinuierliche
Untergruppen von SL(2;R) betrachten (§4). Andererseits kann man aber auch
von der oberen Halbebene H zu hoheren Dimensionen iibergehen und dabei den
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Schwerpunkt legen auf

a) Holomorphie der Abbildungen oder
b) Birationalitidt der Abbildungen oder
¢) Erhalt metrischer Eigenschaften

usw. Keine dieser Verallgemeinerungen wird hier besprochen. Auf einige der bei
Verallgemeinerungen wichtigen Aspekte wird jedoch in Abschnitten eingegan-
gen, die bei einer ersten Lektiire iiberschlagen werden kénnen.

§1. Die obere Halbebene

In diesem Paragrafen wird die obere Halbebene H in C genauer untersucht. Die
Automorphismengruppe von H wird beschrieben. Dann wird die hyperbolische
Geometrie entwickelt.

1. Gebrochen lineare Transformationen. Wir schreiben 2 x 2 Matrizen

meist in der Form
a b
(2 4)

und benutzen wie iiblich fiir Determinante und Spur die Abkiirzungen

det M :=ad —bc, SpM :=a+d,

¢ fa c gy (d —b
M—<b d> bzw. M_(—c d>

fiir die transponierte bzw. adjungierte Matrix. Es bezeichne GL(2; C) die Grup-
pe der invertierbaren komplexen 2 x 2 Matrizen,

sowie

GL(2;C) := {M € Mat(2;C) ; det M # 0} .

Mit E wird die Einheitsmatrix abgekiirzt. Bekanntlich wird die inverse Matrix
zu M € GL(2;C) gegeben durch

1 1 d b
-1 _ f_
M detMM ad — be <—c a>’

Fir M € GL(2;C) ist unter offensichtlichen Voraussetzungen an 7 € C die
komplexe Zahl

ar+b
ct+d

(1) Mt =
wohldefiniert. Damit wird durch

(2) Dy :7— Mt
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eine meromorphe Funktion auf C gegeben, die auch als gebrochen lineare Trans-
formation oder als MOBIUS—Transformation bezeichnet wird. Fiir ¢ = 0 ist ®,
eine ganze Funktion. Im Fall ¢ # 0 hat ®,; genau einen Pol und zwar von 1.
Ordnung bei 7 = —d/c.

Warnung: Die Schreibweise M7 darf nicht mit der skalaren Multiplikation 7M
von 7 mit M verwechselt werden! Wenn Missverstdndnisse zu befiirchten sind,
schreibt man auch M () anstelle von M.

Aus (1) folgert man fiir L, M € GL(2;C) und 0 # X € C wieder unter offen-
sichtlichen Voraussetzungen an 7 und 7”:

(3) Er=7, dh &p=id,

(4) ()\M)T =Mt s d.h. (I))\M = q)]\{,

(5) (LM)T:L<MT>, d. h. (I)LM:(I)Loq)]\/h
det M

(6) My —Mr=—2% (' —T)

(e’ +d)(er + d)
SchlieRlich dividiert man (6) durch 7" — 7 und erhélt fiir 7/ — 7

’ dMT det M

™ Pr(7) = ar (et + d)?

Als Umkehrung von (4) hat man die

Proposition. Fir L, M € GL(2;C) sind dquivalent:
(i) Mt = Lt gilt fir wenigstens drei verschiedene T € C.
(i) Es gibt 0# X € C mit M = AL.

Beweis. Wegen (5) und (3) ist M7 = L7 mit (L~'M)7 = 7 dquivalent. Man
kann daher in beiden Féllen ohne Einschrinkung L = E annehmen. Da sich
Mt = 7 jetzt als

e’ +(d—a)T—b=0

schreibt, folgt die Behauptung. a

Jeder Kreis in C kann durch eine Gleichung der Form
(8) ATT+Br+Br+C=0 mit ACeR, A#0und BeC

beschrieben werden. Genauer gilt dann |B|*> > AC und der Mittelpunkt m bzw.
der Radius » > 0 werden gegeben durch

9) m=—BJ/A bzw. 1?=(|B]>- AC)/A%.

Umgekehrt beschreibt (8) im Fall A # 0 und |B|*> > AC stets einen Kreis. Im
Fall A =0, B # 0 erhélt man durch (8) genau alle Geraden in C.



126 Kapitel II. Geometrie

Bemerkungen. a) Die fiir 2 x 2 Matrizen M iiber einem beliebigen Kérper
giiltige Identitit M'JM = det M - J zeigt, dass man fiir die Modulgruppe
auch

I'={MeMat(2Z); M'JM = J}

schreiben kann.

b) Im Anschluss an Korollar B kann man zeigen, dass I' als die Gruppe mit zwei
Erzeugenden J und U und den definierenden Relationen J* = U3 = E sowie
J?U = UJ? beschrieben werden kann. Man vergleiche H. MAASS [1983], 54-55.
c¢) Die Gruppe PSL(2;Z) := SL(2;Z)/{£E} ist wegen Proposition 1.1 und
Satz 1.3 kanonisch isomorph zur Gruppe der Modulsubstitutionen. Sie wird er-
zeugt von den Modulsubstitutionen 7 — Jr = —1/7 und 7 — Ur =1 —1/7
der Ordnung 2 und 3. Also ist PSL(2;Z) das freie Produkt zweier zyklischer
Gruppen der Ordnung 2 und 3.

d) Die Bezeichnung der Matrizen (1) mit J bzw. T' (wegen ,Involution“ und
,Translation“ ) ist in der Literatur keineswegs verbindlich geregelt. H. PETERS-
SON und seine Schiiler verwenden die Bezeichnung 7" bzw. U.

2. Der exakte Fundamentalbereich F. Man definiere
(1) Fi={r€H; -3 <Rer <L, |r|>1und|r|>1fir —1<Rer <0}

und veranschauliche sich F an der ne-
benstehenden Figur. Offenbar wird F
von Teilen der Geraden ReT = i% und
einem Bogen des Einheitskreises, also
von Teilen von Orthogonalkreisen be-
randet.

F = {7 €H;|ReT| < %,lT‘ > 1},

F = {reH; |Re'r|<%,\7|>1}

bezeichne die abgeschlossene Hiille bzw.
den offenen Kern von F. Die Randpunk-
te 7 und

(2) p=1+3v3 mit p°=-1

gehoren zu F, wihrend

~1/2 0 1/2

Abb. 16: Der exakte Fundamental-

zwar zu F, aber nicht zu F gehért. Offen- bereich
bar gilt
(3) Im 7> %\/5 fiir alle 7 € FF.

Mit den Bezeichnungen 1(1) und 1(6) erhélt man den
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§2. Beispiele

1. Die E1sENSTEIN—Reihen. Die klassischen Beispiele fiir ganze Modulformen
sind die EISENSTEIN Reshen

(1) Gi(7) := Z, (m7+n)™* fir k>3 ganz

m,n

gemif 1.1.9(2) bzw. 1.3.2(1). Dabei soll der Strich am Summenzeichen bedeuten,
dass die Summe iiber alle Paare (m,n) € Z x Z mit (m, n) # (0,0) zu erstrecken
ist. Obwohl die wesentlichen Eigenschaften der Gy bereits in 1.§4 hergeleitet
wurden, sollen hier einige davon mit anderen Beweisen neu begriindet werden:

Proposition. Zu jedem Kompaktum X in H gibt es positive Konstanten v und
0 mit

v mi+n| <|mr+n| <§-|mi+n|
fur alle m,n € R und alle 7 € X.

Beweis. Aus Homogenititsgriinden darf man m? + n? = 1, also |mi +n| = 1
voraussetzen. Dann nimmt aber die stetige Funktion

(1, m, n) — |m7 +n|

auf der kompakten Menge X x {(m,n) € R xR ; m?+n? =1} ein Minimum ~
und ein Maximum § an. Da Im 7 fiir 7 € K durch eine positive Konstante nach
unten beschrinkt ist, gilt v > 0. O

In Analogie zu 1.1.9 erhdlt man nun das

Konvergenz—Lemma. Firk € Z, k > 3 ist G, absolut und kompakt—gleichmajig
konvergent. Damit ist Gy eine holomorphe Funktion auf H.

Beweis. Nach der Proposition braucht nur die Konvergenz von
!
Z (m2+n?)~2 fir a>1

bewiesen zu werden. Den wohl einfachsten Beweis hierfiir findet man bereits bei
WEIERSTRASS (Math. Werke V, 117): Mit Hilfe der Ungleichung m?+n? > |mn|
erhilt man

S )t <ad m +4( > m“) < 4(¢(20) + () < o

E m>1 m>1

fir o > 1 und jede endliche Teilmenge E von (Z x Z) \ {(0,0)}. a



ASYMPTOTIC FORMULAS FOR MODULAR FORMS AND
RELATED FUNCTIONS

KATHRIN BRINGMANN

1. INTRODUCTION

In this note, we aim to describe how “modularity” can be useful for studying
the asymptotic behavior of arithmetically interesting functions. We do not try
to state a complete description about what is known but rather work with
examples to give an idea about basic concepts.

Let us recall the objects of interest. In the words of Mazur,

“Modular forms are functions on the complex plane that are inordinately
symmetric. They satisfy so many symmetries that their mere existence seem
like accidents. But they do exist.”

Modular forms alluded to in this quote are meromorphic functions on the
complex upper half plane H := {7 € C,Im(7) > 0} that satisfy (if f is modular
of weight k € Z for SLy(Z)):

wy 1

at +b
ct +d

) = e+ s
V(2%) € SLo(Z) :={(2%) € Maty(Z); ad — be = 1} .

Moreover, as a technical growth condition, one requires the function to be
“meromorphic at the cusps” Note that the transformation law can be gener-
alized to subgroups, to include multipliers or half-integral weight. We do not
state the specific shape of these transformations here but we will later treat
special cases, for example in Theorem 3.14.

An important property of modular forms is that they have Fourier expan-
sions of the shape f(7) = X,z a(n)e*™™ . This follows from the transforma-
tion law (1.1), the fact that (1) € SLy(Z), and the meromorphicity on H.
Meromorphicity at the cusps now says that a(n) # 0 for only finitely many

The research of the author was supported by the Alfried Krupp Prize for Young University
Teachers of the Krupp Foundation.
1
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n < 0. The coefficients a(n) often encode interesting arithmetic information
such as the number of representations of n by a (positive definite) quadratic
form, just to give one of the numerous examples.

Modular forms play an important role in many areas like physics, represen-
tation theory, the theory of elliptic curves (in particular the proof of Fermat’s
Last Theorem), quadratic forms, and partitions, just to mention a few. Estab-
lishing modularity is of importance because it provides powerful machineries
which can be employed to prove important results. For example, identities may
be reduced to a finite calculation of Fourier coefficients (Sturm’s Theorem),
asymptotic formulas for Fourier coefficients can be obtained by Tauberian
Theorems or the Circle Method, and congruences may be proven by employ-
ing Serre’s theory of p-adic modular forms. In this note we are particularly
interested in asymptotic and exact formulas for Fourier coefficients of various
modular g-series. In Section 2 we consider holomorphic modular forms, then
in Section 3 allow growth in the cusps, in Section 4 turn to mock modular
forms, and finally treat mixed mock modular forms in Section 5.

2. CLASSICAL MODULAR FORMS

In this section we restrict, for simplicity, to forms of even integral weight k
for SLy(Z). For basic facts on modular forms and most of the details skipped
in this section, we refer the reader to [31].

We call a modular form a holomorphic modular form if it is holomorphic on
the upper half-plane and bounded in co. The space of holomorphic modular
forms of weight k is denoted by M. If a holomorphic modular form expo-
nentially decays towards oo it is called a cusp form. The associated space is
denoted by Si. Special holomorphic modular forms that are not cusp forms
are given by the classical Eisenstein series and they have very simple explicit
Fourier coefficients.

Definition. Formally define for £ € N the FEisenstein series

Gr(1) = Z/ (m7 4+ n)7*,

m,neZ
where the sum runs through all (m,n) € Z?\ {(0,0)}. We note that
G2k+1<7') =0.

Theorem 2.1. For k > 4 even, we have that G, € M.
Proof. (sketch)



ASYMPTOTIC FORMULAS FOR MODULAR FORMS AND RELATED FUNCTIONS 3

Step 1: Prove compact convergence.
Step 2: Apply modular transformations and reorder.

U

Remark. We also require a normalized version of the Eisenstein series. For this
set oo :={(§%);n € Z} and for M = (28) € SLy(R),k € Z, and f : H— C
we let the Petersson slash operator be given by

flkM(7) = (em +d)7"f (

Define for £ > 4 an even integer

E(7) =5 > 1pM(7),
MeEToo\SLa(Z)

at +b
ct+d)

where the sum runs through a complete set of representatives of right cosets
of I's, in SLy(Z). We have that
1
Ep(1) = 5775 Gr(T),
20 (k)
where ((s) := X515 (Re(s) > 1) denotes the Riemann zeta function. Indeed,
it is not hard to see that a set of representatives of I« \ SL2(Z) may be given

by
{(Z 2) € SLy(Z); (¢, d) = 1}.
Thus
1 k1 —k —k
Ei(1) = 5 (qd)_l(CT +d) RO ; r (C%:_l(m' +d)
_ 1 —k
- 20 <c,%:=1 (erm 4 dr)™".

reN

Now (cr,dr) runs through Z2 \ {(0,0)} if r runs through N and (¢, d) through
Z?2 under the restriction that (c,d) = 1. This gives the claim.

We next turn to computing the Fourier expansion of the Eisenstein series.

Theorem 2.2. We have the Fourier expansion for k > 4 even

2k :
Ek(T) =1- B7k Z Jk_l(n)e%””,

n>1
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where ay(n) 1= Yap d’ and By, is the kth Bernoulli number given by the gen-
erating function

- 1 N nZO
Proof. We instead compute the Fourier expansion of GG and then use that for

k even
o (271') Bk

Due to the absolute convergence of the isenstein series we may reorder

(2.1) Gp(r) = Z/ (mr+n) "= 0"+ S (mr+n)"

m,nes n#0 m#0 neZ
=2C(k)+2 > > (m7+n)
m>0neZ

Now it is well-known by the Lipschitz summation formula (cf. pp. 65-72 of
[30]) that

Z(T—i—n)ik — ( 27” Z k—1 27rmT

nez ( n>1
This gives that the second term in (2.1) equals

27rz 27?2
Z Z dk 1 27rzde _ Z Z dk 1 2mm7’
L= a1 =1 dm
which gives the claim. O

Examples. We have the following special cases
Ey(7) =1+240 Y o3(n)e*™,

n>1

Es(1) =1 —504 Y o5(n)e*™,
n>1

Es(1) = 1+480 Y o7(n)e*™.
n>1

We next turn to bounding Fourier coefficients of holomorphic modular forms.
For this we split the space M} into an Eisenstein series part and a cuspidal
part.

Theorem 2.3. Assume that k > 4 is even. Then we have that
=CE, D S;..
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Proof. Assume f(7) = ¥,50 a(n)e*™™ € My. Then
f — a(O)Ek € S;.
([l

Since the coefficients of the Eisenstein series part were given explicitly in
Theorem 2.2, we next turn to bounding coefficients of cups forms.

Theorem 2.4. (Hecke bound) For f(1) = Y51 a(n)e*™ € Sy with k > 0,
we have
a(n) =0 (ng) :

Proof. 1t is not hard to see that the function
= k
f(r) = Tm(7)2|f(7)|

is bounded on H. Indeed one can show that f is invariant under SLy(Z) and

one may then bound f for sufficiently large imaginary part. Using Cauchy’s
Theorem, we may write for n > 1

a(n) = e*™ /01 fz +iy)e ™" dy,
where y > 0 may be chosen arbitrary. This yields that
la(n)| < y~2e?™ /01 fla+iy)de < cy~2e*™
for some constant ¢ > 0 (independent of y). Picking y = % gives
la(n)| < cn2e’™ = O (n§> .
0

Remark. The Ramanujan-Petersson Conjecture predicts that for f € Sy we
have for any € > 0 the (optimal) estimate

a(n) <oyn'z .

For integral weight £ > 2 this conjecture was proven by Deligne using highly
advanced techniques from algebraic geometry. His method begins with the
fact that the vector space of cusp forms has a basis of common eigenfunctions
of the so-called Hecke algebra and that the Fourier coefficients of these forms
coincide with the eigenvalues.
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Corollary 2.5. Assume k > 4 is even and f(7) = Y,>0a(n)e*™™ € M.

Then oL
a(n) = —a(0) Loy 1(n) + O <n) .
By,
Proof. The claim follows directly by combining Theorem 2.3 and Theorem
2.4. O

Remark. We have that
n <o (n)=> d =n") d"<n" Y d"=((r)n".
dn dln d>1
In particular we have for £ > 4 that for f € M;
a(n) =0 (nk_l)
and if f & Sg, this bound cannot be improved.

We next turn to defining explicit cusp forms whose construction generalizes
that of Eisenstein series.

Definition. For £ € N and n € Ny, formally define the Poincaré series

Py (1) = > e2minT| M.
MeT\SLy(Z) k
Note that
Pk70<T) = 2Ek<7').
A calculation similar to the proof of Theorem 2.1 gives the modularity of these
functions.

Theorem 2.6. For k > 3 the Poincaré series Py, converges uniformly on
every vertical strip in H. In particular Py, € M and for n > 0 we have
_Pkyn 6 Sk.

Poincaré series turn out to be useful as they have explicitely computable
Fourier expansions and integrating cusp forms against them recovers Fourier
coefficients of these forms.

To precisely state this result, we require the Petersson inner product. To
define this, note that for f,g € Mj
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are invariant under SLy(Z).

Definition. A subset F C H is called a fundamental domain of SLy(Z) if the
following hold:

(i) F is closed.
(ii) For every 7 € H there exists M € SLy(Z) such that M7 € F.
(iii) If 7 and M7 (M € SLy(Z)) are in the interior of F, then M = £ (}9).

We also require the following explicit fundamental domain.

Theorem 2.7. The following is a fundamental domain of SLo(Z):

1
F = {7‘ e H; 7| > 1,|Re(7)| < 2}.

Remark. Note that if 7 =z + iy € F, then y > @

Definition. For f € M, and g € Sk, formally define the Petersson inner
product

(22) = [ F@)amy du

Later we also require a regularized version of this inner product. To give
this, denote for T" > 0

1
Fri={reBilel < 5l 2 Ly <7},

Following [7], we define the regularized inner product (f,g)*® of forms f,g¢
which transform like modular forms of weight k& but may grow at the cusps. To
be more precise we let (f, g)™® be the constant term in the Laurent expansion
at s = 0 of the meromorphic continuation in s of

hm / Yo dp,

if it exists. Note that if f € M} and g has vanishing constant term, then we
have

(2.3) (f.9)% = Jim [ g(r)F(r)y"dn.
The following theorem may be easily verified.

Theorem 2.8. The integral (2.2) is absolutely convergent and the following
conditions hold:
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(i) (f,9) = (9. f):
(ii) (f,q) is C-linear in f;
(iii) (f, f) > 0 and moreover (f, f) =0« f=0.

In particular, integrating against Poincaré series yields the Fourier coeffi-
cients of cusp forms.

Theorem 2.9. (Petersson coefficient formula) For f(7) = ¥ u>1 a(m)e*™™ €
Sk, we have

0 forn =0,
(f, Pen) = { (k—2)!

(4m)k,;1a(n) forn > 1.

In particular Ey 1Sy, with respect to the Petersson scalar product.

Proof. We only argue formally and ignore questions of convergence. We have

(24) (f.Pia) = [ f(7 e2rin| My dp
Mer \SLQ( )
— Z f e?mm’ Mykdu f(T)€27TmTykd,UJ.
MGFQO\SLQ / ‘k /UMeFoo\SLQ(Z) MF

Note that Upser \sr,zyM F is a fundamental domain for the action of I's, on

H and that f(7)e2™7y* is invariant under the action of I'y,. Thus we may
change Uprer \r M F into

{r=a+iy;0<z<1,y>0}.
This gives that (2.4) equals

/0°° /01 F(D)e ™ Tyf " 2drdy = N a(m) /OO

672ﬂ(n+m)yyk72dy /1 p2mi(m—n)z 1.
1 0 0

Now the claim follows by using that

Lo, 1 if¢=0
2milx _ )
/0 e = { 0 otherwise,

/OOO e Hth2dt = (k — 2)!.
O

To show that the Poincaré series constitute a basis of S, we first require
the Valence formula (see [31] for a proof).
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Theorem 2.10. If f #£ 0 is a meromorphic modular form of weight k € Z, we

2mi

have with p :=e™s

m“ﬁ“ﬂ+;MMﬁw+;MMﬁm+ ) mdﬁ@:f;
zeT\H

zZi,p (mod I')
where ord(f;00) = ng if f(7) = X;2,,, a(n)q" with a(ng) # 0.

One can conclude from Theorem 2.10 the following dimension formulas, the
proof is omitted here.

Corollary 2.11. For k € Ny, we have

k if k d
dimles{EJle L et

|£] ifk=1 (mod 6),

|£] ifk#£1 (mod 6),
dim Sy = { |5 —1 ifk=1 (mod6),k>T1,

0 if k=1.
This easily gives the basis property of the Poincaré series.
Corollary 2.12. (Completeness theorem) Let k > 4 even and dj, := dim(Sk).
Then a basis of Sy is given by
{Penmin=1,...,ds}.
In particular, My has a basis consisting of Fisenstein series and Poincaré

series.

Proof. Set S := span{Py1,...,Pra,} C Sk and f € S such that f1S with
respect to the Petersson inner product. Then f has a Fourier expansion of the
shape f(7) = Cpmsdos1 a(m)e*™™7. From Corollary 2.11 we know the precise
shape of dj, yielding a contradiction to Theorem 2.10. To be more precise, we

have for k # 2 (mod 12)

k k
dk+1:{J+1>=ord(f;oo)+ > ord(f;z) > di + 1.
12 12 seT\H

For k =2 (mod 12), we get

k 1
— =d 14+ —.
12 Et +6



