
DIE ABSOLUTE INVARIANTE j(τ) ([2], S. 53–56)

Im fünften Vortrag hatten wir die absolute Invariante j (Λ) eines Gitters Λ ⊂ C definiert. Wir
betrachten nun Gitter der Form Λ = Λτ = Zτ + Z mit τ ∈ H und definieren

j (τ) = j (Λτ ) .

Für ( a b
c d ) ∈ SL2 (Z) setzen wir (

a b
c d

)
τ =

aτ + b

cτ + d
.

Zeigen Sie:

Satz 1. Die Funktion j : H → C ist holomorph und besitzt eine Fourier-Reihe der Form

j (τ) = e−2πiτ +
∑
n≥0

ane
2πinτ

mit an ∈ Z für alle n ≥ 0. Für alle γ ∈ SL2 (Z) gilt:

j (γτ) = j (τ) .

Satz 2. Sind τ1, τ2 ∈ H und gilt j (τ1) = j (τ2), dann gibt es eine Matrix ( a b
c d ) ∈ SL2 (Z) mit

τ2 =
aτ1 + b

cτ1 + d
.

Das Gebiet

F =

{
τ ∈ H

∣∣∣− 1

2
< Re (τ) ≤ 1

2
, |τ | ≥ 1 and |τ | > 1 for − 1

2
≤ Re (τ) < 0

}
enthält aus jedem Orbit {γτ | γ ∈ SL2 (Z)} genau einen Vertreter. Ein derartiges Gebiet nennen
wir Fundamentalgebiet der Operation von SL2 (Z) auf H. Da die j-Funktion nach Satz 1 auf
jedem Orbit konstant ist, bietet es sich an, die Einschränkung von j(τ) auf F zu betrachten.
Satz 2 besagt dann, dass die Funktion j : F → C injektiv ist. Zeigen Sie schließlich auch die
Surjektivität der j-Funktion und somit:

Satz 3. Die Funktion j : F → C ist bijektiv.
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