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5) SL (2;Z) wird erzeugt von den Matrizen (}¢) und (3 1).
6) Sei Q = Zw;y + Zws ein Gitter in C und 6 der Durchmesser 9(1). Dann gilt

d(w1,w2) = max{|w + wal, w1 — wal}.

7) Sei Q = Zwy + Zws ein Gitter in C mit 7 := w1 /ws € C\R, |7| > 1, [Re7| < & (vgl. 3).
Dann gilt

d(wr,ws) < 8(wyp,wsy) fiir jede Basis  (w],w)) von Q.
8) Sei  ein Gitter in C und C' € R. Dann gibt es eine Basis wq,ws von  mit §(wq,ws) > C.
9) Seien a,b € R beide positiv. Fiir p > 0 sei

212 12
ep) =t {(@y) eZxZ; (2)"+ (1) <p}
die Anzahl der ganzen Punkte innerhalb der Ellipse. Dann gibt es ein ¢ > 0, so dass
le(p) — abmp?| < cp  fiir alle p > 1.

10) Ein anderer Beweis des Konvergenz-Lemmas 9 verlauft wie folgt:
(i) Es geniigt, das Gitter Q = Zi + Z zu betrachten.
(ii) Sei o > 1. Dann gibt es 0 < ¢/ < ¢, so dass fiir alle 0 # m € Z gilt:

C/ . |m|170¢ < Z(mZ +n2)—a/2 <c- |m‘1—a.
nez

(iii) Man folgere die Behauptung des Konvergenz-Lemmas aus (i) und (ii).
11) Sei Q = Zw; + Zws ein Gitter in C. Dann gilt fiir a > 2

_ - 2 Re (w103)
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12) Sei k € Z, k > 2. Es gilt G,(2) = 0, falls Q = Zi + Z und k # 0(mod 4) oder Q =
Zi(1+iv3)+Z und k # 0(mod 6).

§2. Der Korper der elliptischen Funktionen

Bisher ist es iiberhaupt nicht klar, ob es zu einem gegebenen Gitter € in C mero-
morphe Funktionen f gibt mit Per f = Q (vgl. Bemerkung 1.3¢). Unter der An-
nahme der Existenz einer geeigneten solchen Funktion gelingt {iberraschender-
weise schon die Beschreibung aller derartigen Funktionen. Der Existenz-Beweis
wird dann in § 3 nachgeliefert.

In diesem Paragrafen sei 2 = Zw; + Zws, stets ein Gitter in C.

1. Erste Eigenschaften elliptischer Funktionen. Eine meromorphe Funk-
tion f auf C heilt elliptisch oder doppelt—periodisch beziiglich €, wenn € in
der Menge Per f der Perioden von f (vgl. 1.2) enthalten ist: Q C Per f. Das
bedeutet also

(1) Dy+w=D; firalleweQ,
(2) fz+w)=f(2) firalleweQundzeC\Dy.
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Interpretiert man hier (2) derart, dass die Gleichung fiir alle z und w gelten
moge, fiir welche beide Seiten sinnvoll sind, so ist (1) eine Folge von (2). Die
Bedingungen (1) und (2) sind sicher erfiillt, wenn sie fiir eine Basis von (Q richtig
sind. Es bezeichne K () die Menge der beziiglich  elliptischen Funktionen.

Fiir 0 # f € M und ¢ € C hat man bekanntlich (R. REMMERT, G. SCHUMA-
CHER. [2002], 12.1.3) eine LAURENT-Entwicklung der Form

f(z)zZan(z—c)”, am #0, mEZ,

die in einer punktierten Umgebung von ¢ normal, speziell also lokal-gleichméifig
konvergiert. Hier sind die Ordnung von f in ¢ wie in 1.1(3) durch ord, f :=m
und das Residuum von f in ¢ durch res.f := a_; erklért.

Fir f € K(Q), w € Q und z aus einer geeigneten Umgebung von ¢ + w hat
man

F) = flz—w) =3 aulz = [e+w])"

n>m

und es folgt daher
(3) ordes, f =ord. f sowie res.,f = res.f.

Damit ist speziell mit ¢ auch c+w, w € Q, ein Pol (bzw. eine Nullstelle oder eine
w-Stelle) von f € K(€). Da sich die Pole in kompakten Mengen nicht h&ufen
konnen, hat man zusammengefasst die

Proposition. Die elliptischen Funktionen X(2) beziglich §2 bilden einen Unter-
korper des Kdrpers M aller meromorphen Funktionen auf C, der die konstanten
Funktionen enthdlt. Jedes [ € K(§2) hat in jedem Periodenparallelogramm nur
endlich wviele Pole.

Ein Blick auf (1) und (2) ergibt das einfache, aber wichtige
Lemma. Mit f(z) gehéren auch

f'(z) und g¢(z):=f(nz+w) mit 0#n € Z, w € C fest,
zu K(£2).

2. Die vier Sidtze von LIOUVILLE. Im Jahre 1847 bemerkte J. LIOUVILLE
(1809 1882), dass fiir elliptische Funktionen erhebliche, zuniichst nicht erkenn-
bare Einschrinkungen gelten (J. Reine Angew. Math. 88, 277-310 (1880)):

Satz A. Ist f € K(2) holomorph, dann ist [ konstant.

Beweis. Sei P ein Periodenparallelogramm. Da der Abschluss von P kompakt
ist, gibt es ein C' > 0 mit |f(z)| < C fiir z € P. Ist z € C beliebig, so gibt es
nach Proposition 1.6A ein w €  mit z + w € P. Damit folgt

fE=1fE+w)<C,
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so dass f auf C beschrinkt ist. Nach dem klassischen Satz von LIOUVILLE (R.
REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], Satz 8.3.5) ist f konstant. |

Satz B. Ist f € K(Q2) und P ein Periodenparallelogramm, dann gilt

(1) Zrescf =0.

ceP

Beweis. Wegen 1(3) und Proposition U+ Wit ws
1.6A ist die Summe (1) endlich und ©+ w2

unabhéngig von der Wahl von P. Sei

also u so gewéhlt, dass auf dem Rand

OP von P keine Singularititen lie-

gen.

Man integriert nun f iiber den Rand  u Ut W
OP. Nach dem Residuensatz gilt
dann Abb. 7: Integrationsweg

u+wi u+twi+w2 u+tw2 U
:EQWincscf: / f(z)dz+ / f(z)dz+ / f(z)dz+ / f(z)dz
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Wegen [ € K(Q) ist die rechte Seite aber Null. O

Satz C. Ist f € K(Q) nicht konstant und P ein Periodenparallelogramm, dann
gilt fiir jedes w € C

(2) Zordc(f —w) =0,
ceP
d. h., wenn man mit den entsprechenden Vielfachheiten zdhlt, ist
Anzahl der Pole von f = Anzahl der w-Stellen von f
= Anzahl der Nullstellen von f
in P. Speziell nimmt jedes nicht-konstante f € K(QQ) in P jeden Wert an.

Beweis. Nach Lemma 1 ist

£
9(2) = 5 ——

fz) —w
wieder eine elliptische Funktion beziiglich € und es gilt res.g = ord.(f — w).
Damit folgt die Behauptung aus Satz B. Weil f nicht konstant ist, besitzt f—w
nach (2) eine Nullstelle in P, da f —w nach Satz A und 1(3) mindestens einen
Pol in P hat. m|
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Satz D. Ist 0 # f € X(Q2) und P ein Periodenparallelogramm, so gilt

(3) Z(ordc f)-ceq.

ceEP

Beweis. Man wendet die in Satz B benutzte Methode an auf das Integral

: I'(2)
271 Z(ordc flee= [ z- dz
/

ceP f(Z)
U+wi U
A AN O N A P A L C Y LR
_i(u/ f(z) =+ 2)f(z+wz)d +u12 f(2) (z+ l)f(z+w1)d)
(L Tre, e,
_i<1u/f(2)d QU/ﬂz)d)'
Wegen f(u) = f(u+ w;) gilt
u+wjf/(z) ' —
u/ ) dz € 2miZ fir j=1,2,
also (3). a

Nach Satz B gibt es keine elliptischen Funktionen mit nur einem Pol 1. Ordnung
in P. Entweder muss man also wenigstens zwei Pole 1. Ordnung oder einen
Pol 2. Ordnung mit Residuum Null zulassen. Beide Wege wurden von K. T.W.
WEIERSTRASS beschritten, wir betrachten zunéchst nur den zweiten Fall.

Z#hlt man die Null- und Polstellen eines nicht-konstanten f € K(£2) mit den
Vielfachheiten, dann gibt es nach Satz C Punkte aq,...,a, und by,... b, aus
P, so dass [ genau in ay,...,a, Nullstellen und genau in by,...,b, Pole hat.
Dabei wird die Vielfachheit jeweils durch die Anzahl der Wiederholungen der
Punkte angegeben. Damit schreibt sich die Aussage von Satz D mit 1.7(1) in
der Form

(4) a;+--+a. =by+ -+ b.(mod Q).

Diese Relation war N.H. ABEL bereits 1826 bekannt ((Buvres completes I, 145
211). Nach einem Vorschlag von JACOBI heift (4) daher auch ABELsche Rela-
tion. Man nennt r die Ordnung der elliptischen Funktion f. Die Sétze A und B
besagen, dass eine elliptische Funktion der Ordnung 0 konstant ist und dass es
keine elliptische Funktion der Ordnung 1 gibt. Wir werden in 6.3 sehen, dass
r > 2 und (4) auch hinreichend fiir die Existenz einer elliptischen Funktion mit
vorgegebenen Null- und Polstellen sind.

3. Der Existenz-Satz und erste Folgerungen. Als erste Konsequenz der
LIOUVILLEschen Sétze zeigt es sich in diesem und im néichsten Abschnitt, dass



