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Beweis. Man setzt M := max{|w:|, |wa|, |ws|} und
(m,w) := miwy + Mmowg + maws  fiir - m = (my, ma,m3), w = (w1, wa, w3).

Schlieklich wird das achsenparallele Quadrat in C mit Mittelpunkt 0 und Kan-
tenlinge 2K mit Q(K) bezeichnet, also

Q(K):={2z€C; |Rez| < K, |Imz| < K}.
Fiir alle m = (my, mo, m3)t € Z* mit
(*) 0 <my,mg,mg <N

gilt dann (m, w) € Q(T) mit T := 3M N. Die Kanten von Q(T') werden nun in ¢
gleiche Teile geteilt. Damit erhiilt man eine Zerlegung von Q(T') in t? Quadrate
der Kantenléinge 27'/t. Die Anzahl der m € Z3 mit (x) ist (N + 1)%. Nach dem
DIRICHLETschen Schubfachschluss liegen im Fall (N +1)3 > 2 wenigstens zwei
Punkte (m/,w) und (m”,w) in einem Quadrat der Kantenlidnge 27'/t. Damit
erhiilt man durch Differenzbildung ein 0 # m € Z? mit (i) und

(%) (m,w) € Q(2T/t), also |[(m,w)| <2 2T/t

Man wihlt nun ein ¢ € Z mit (N +1)¥2 > ¢ > (N + 1)%2 — 1. Dann gilt also
(N +1)* > t? und t > N3/2. Aus (**) folgt somit (ii). |

Zum Beweis des Lemmas von JACOBI gibt es nach 1(1) ein p > 0 mit |w| > p
fiir alle 0 # w € €. Fiir hinreichend grofes N ist daher die linke Seite von (ii)
gleich Null. oo

Aus dem Lemma von JACOBI kann man nun einen neuen Beweis des Fundamen-
tal-Lemmas ableiten. Dieser Beweis ist methodisch nicht uninteressant:

Ist € eine diskrete Untergruppe von C und sind wy,ws € 2 linear unabhéngig
iiber R, dann ergibt das Lemma von JACOBI sofort

(1) Q C Quy + Qus.
Proposition. Es gibt N € N mit der Eigenschaft

1
QC N(Zu}l + ZWQ).

Beweis. Andernfalls wiirde es w € Q nach (1) mit beliebig grofen Nennern
geben, d. h., man hitte

0#w), = i(1";6(.ul+sko.)g) e, keN,
N
mit ganzen Zahlen 1y, sg, Ny, ggT(r, sk, Np) = 1 und Ny — oo fiir & — oo.
Da man nach Addition geeigneter Punkte aus Zw;, + Zw, ohne Einschrinkung
0 <1, s < Ny, also auch |wy| < |wi| + |ws] fiir alle & € N annehmen darf,
wiirde es eine aus paarweise verschiedenen Gliedern bestehende konvergente
Teilfolge von (w},)ren geben. Da Q diskret ist, erhalten wir einen Widerspruch.O
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Bekanntlich (vgl. K. MEYBERG [1980], Satz 5.5.1) ist jede Untergruppe einer
endlich erzeugten freien abelschen Gruppe selbst wieder frei. Nach der Pro-
position ist €2 eine Untergruppe einer freien Gruppe, also auch frei. Wegen
Zw + Zwy C  ist © notwendig ein Gitter.

5. Die Gruppe GL(2;Z). Die Menge

Mat(2; Z) := {U - (CCL Z) ca,b,c,d € Z}

bildet bekanntlich bei Matrizen-Addition und -Multiplikation einen Ring mit
Einselement E := (}9). Die Gruppe der Einheiten des Ringes Mat(2;Z) heifit
allgemeine lineare Gruppe vom Grad 2 dber Z und wird mit GL (2;Z) bezeich-
net:

(1) GL(2;Z) :={U € Mat(2;Z); es gibt V € Mat(2;Z) mit UV = VU = E}.

Aquivalenz-Satz. Fir U € Mat(2;Z) sind dquivalent:
(i) UeGL(2;7Z).

(ii) det U = £1.

(iii) U ist invertierbar iber Q und U~ € Mat(2;Z).
(iv) Die Abbildung U : 72 — 72, x — U, ist bijektiv.
(v) Die Abbildung U : Z* — Z*, x — Uz, ist surjektiv.

Beweis. Die Implikationen (iii) = (i) = (iv) = (v) sind offensichtlich.

(v) = (ii): Es gibt also u,v € Z* mit Uu = (}) und Uv = (}), d.h. UV = E
fiir V := (u,v). Durch Determinantenbildung folgt det U - det V' = 1, also (ii).
(ii) = (iii): Man verwendet die bekannte Darstellung

1 d —b a b
-1 _ . o
vo= detU (—c a ) filr U= (c d) ' ]

Neben der Gruppe GL (2;Z) betrachtet man noch den Normalteiler

(2) SL(2;,Z2) :={U € GL(2;Z) ; detU =1}
von GL(2;Z), die so genannte spezielle lineare Gruppe vom Grad 2 iber Z.
Wegen

GL(2,Z) = SL(2;Z) USL(2;,Z) - ((1) 01)

hat SL(2;Z) den Index 2 in GL(2;Z). Die Gruppen GL (2;Z) bzw. SL (2;Z)
sind ,,gréfer” als man zunéchst denkt: Fiir U = (24) € GL (2;Z) folgt zunéchst
+1 = detU = ad — be, so dass z.B. ¢ und d teilerfremd sind. Umgekehrt gilt
das

Erginzungs-Lemma. Sind c,d € Z teilerfremd, dann gibt es eine Matriz

U= C 2) € SL(22).
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Hier ist U bis auf einen linksseitigen Faktor der Form (}%) mit k € Z eindeutig
bestimmt.

Beweis. Da c,d teilerfremd sind, gibt es a,b € Z mit ad—bc =1,d.h., U = (¢ })
gehort zu SL (2;Z). Ist V' € SL(2;Z) eine weitere Matrix mit V = (} }), dann

folgt
-~ % % d b * %
VU= <C d) <_c a) _ (0 1) € SL(2:7),

also notwendig VU™! = (} %) mit einem k € Z. ]

Bemerkungen. a) Das Beispiel U = 2F zeigt, dass man — im Gegensatz zu
der analogen Situation iiber einem Korper —die Bedingung ,,U : Z? — 72 ist
injektiv* nicht in den Aquivalenz-Satz aufnehmen kann.

b) Das Ergénzungs-Lemma erlaubt die Konstruktion von zahllosen Beispielen:
Die Matrizen

31 2 3 3 10 89 144 514229 832040

2 1) \3 5)7\2 7)) \144 233/ ’ \832040 1346269
gehoren z. B. zu SL (2; Z).
c¢) Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich cum grano salis leicht auf n x n

Matrizen iibertragen. Man vergleiche V.1.1 oder M. KOECHER [1985], Chap. 1,
oder M. NEWMAN [1972], Chap. IL.

6. Basis-Lemma. Sei Q ein Gitter in C und (wy,ws) eine Basis von . Fir
wh,wh € C gilt dann:
a) Genau dann gehiren W) und Wy zu Q, wenn es ein U € Mat(2;Z) gibt mit

)

b) Genau dann ist (Wi,wh) eine Basis von ), wenn die Matriz U in (1) zu
GL (2;Z) gehirt.

Beweis. a) Sind wy,w) beliebige Punkte von €, dann gibt es a,b, ¢, d € Z mit
Wi = awy +bwy,  wh = cwy + dws,

also

(+) (:;) - U<Z:) mit U = (Z Z) € Mat(2; Z).

Gilt umgekehrt (x), so gehoren w| und wj zu €.
b) Ist (wi,wh) eine Basis von Q, dann gibt es auch eine Matrix V' € Mat(2; Z)
mit der Eigenschaft (z;) = V(i:l) Es folgt

2

! !
<w1> =VU (wl) und (w}> =UV (w})
Wo [9%)) Wy Wy
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Da aber (w1, ws) und (w},w}) iiber R linear unabhingig sind, hat man VU =
UV = E, also U € GL (2;Z) nach 5(1).

Ist U € GL(2;7Z), dann sind (w}, w}) in (%) zunéchst linear unabhéngig iiber R.
Fiir beliebige w/,wj € Q gibt es analog ein W € Mat(2; Z) mit

" " /
(o) =@ e ()= (E)
wsy W ws ws

mit sind W/, w5 jeweils Linearkombinationen von w/, w), iiber Z. ist wy, w
Damit sind w/, wj jeweils Linearkombinationen von wi, ) iber Z. Also ist w}, w)
eine Basis von (). O

e PUF W W

Ut wy T O(u Wy, wy) w1+ wy
e

Abb. 4: Grundmaschen

Abb. 5: Periodenparallelogramme
Es sei  ein Gitter in C und (wy, ws) eine Basis von Q. Fiir v € C definiert man
das Periodenparallelogramm (beziiglich wy,ws mit Basispunkt u) durch
(2) O(u;wy,wa) = {u+ aqw; + asws ; 0 < ag <1,0<ay <1}
Im Fall u = 0 schreibt man auch
(3)  O(wr,ws) == (0w, we) = {aws +aaws ; 0<a; <1,0<ay <1}

und nennt O(wy,wsy) auch eine Grundmasche des Gitters. Jedes Periodenparal-
lelogramm P := & (u;wy, we) ist ein Fundamentalbereich von C beziiglich Q im
folgenden Sinne:

Proposition A. Zu jedem z € C gibt es genau ein w € Q mit z +w € P.
Gehoren insbesondere z und z 4+ w, w € Q, zu P, dann gilt w = 0.

Beweis. Man wihle &1, & € R mit 2 — u = &wy + &wso und reduziere £ und &
modulo 1. O

Natiirlich gibt es zu jedem Gitter viele Periodenparallelogramme, es gilt aber
die
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werte sind jeweils paarweise verschieden.

b) Es gibt eine Losung von (*), in der A eine Diagonalmatrix und B schiefsymmetrisch ist.
7) Man gebe explizit eine biholomorphe Abbildung zwischen dem Einheitskreis und dem Ein-
heitsquadrat {z € C; 0 <2,y <1} in C an.

8) Sei Q = ZiA+ZA, 0 # X € C ein Quadratgitter. Dann sind die Nullstellen der p Funktion
genau die Punkte der Menge %/\ + Q. Jede Nullstelle ist von der Ordnung 2.

9) Ist Q ein Gitter, so dass die WEIERSTRASSsche p-Funktion nur doppelte Nullstellen hat,
dann existiert ein 0 # A € C mit Q = Zi\ + ZA.

§4. Die Abhangigkeit vom Gitter

In diesem Paragrafen soll die Abhiingigkeit der WETERSTRASSschen p—Funktion
und der EISENSTEIN—Reihen G vom Gitter 2 untersucht werden. Dazu sei
Q) = Zw, + Zws stets ein Gitter in C.

1. Homogenitit und Basiswechsel. Mit 2 ist natiirlich auch AQ fiir jedes
0 # A € C ein Gitter in C. Aus 3.1(3) und 3.2(1) folgt sofort

(1) oaa(A2) = A2 pa(2) und GLAQ) = A7F-Gr(Q), k>3
Mit 3.3(2), 3.4(7) und 3.4(8) ergibt sich auch
o) 92N =271 go(), g3(AQ) = A7° - ga(9),

AQQ) =T AQ), Q) = j(Q).

Satz. Fir Gitter Q und Q) in C sind dquivalent:
(i) Fs gibt ein 0 # X € C mit Q' = A\Q.

(if) 7(€) = j ().

Beweis. (i) = (ii): Man vergleiche (2
(if) = (i): Sei zunéchst j(Q') = j(Q)
nach 3.4(8). Also existiert ein 0 # X\ €

92(Q) =271 92(Q) = 2(AQ)..

Mit (2) und 3.4(7) ergibt sich

).
# 0. Dann gilt go(€2) # 0 und ¢2(£2') # 0
C mit

g3() = X7 g5(Q) = £g3(\Q) .

Ersetzt man ggf. A durch A, so folgt g2(2') = g2(AQ) und g5(') = g3(A\Q).
Dann erhilt man Q' = AQ aus Korollar 3.3F. Gilt j(Q) = j(Q) = 0, so folgt
92(2) = g2(¥) = 0 und g3(2) # 0 sowie g5(€') # 0 aus Korollar 3.4C. Dann
erhélt man die Behauptung analog. O

Ist (w1, ws) eine Basis von € (vgl. 1.3), so schreibt man auch (vgl. 3.1(1))
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(3) p(z;wi,wa) == pa(z) und  Gi(wy,ws) == G(Q) fiir k > 3.

Da aber p und die G, nur vom Gitter 2 und nicht von der Wahl einer Basis
abhingen, ergibt das Basis-Lemma 1.6 sofort

(4) p(z;wi,wé) = @(Z;wh&&) und  Gi(wy,wh) = Gr(wy,wy)  fiir k>3

und

wi\ (@ . ~fa b ,
(5) <w§> = U<w2> mit U = (c d) € GL(2;2),
also fiir

(6) w)=aws+bwy, wh=cw+dwy und a,b,c,d €7, ad —bc = +£1.
Fiir 0 # A € C hat dann (1) fiir £ > 3 auch die Form
(1) oAz dwr, Adws) = A2 (23 w1, wa), Gr(Awr, Aws) = AR Gr(wr,ws) .

Als Basis von 2 sind wy, ws iiber R linear unabhéngig, d.h. 7 := w; /wy ¢ R. Da
mit (wy,ws) auch (—wy,wq) eine Basis von 2 ist, darf man ohne Einschrinkung
Im 7 > 0 annehmen. Man beachte, dass dies genau dann der Fall ist, wenn das
Dreieck (0,ws,w;) positiv orientiert ist. Aus (4) und (1°) folgert man daher

(7) p(z;wr,wy) = w;2 cp(z/we; T, 1) und Gi(wr,wy) = w;k -Gi(7, 1) fir k > 3.

Zur Untersuchung von elliptischen Funktionen beziiglich 2 darf man daher ohne
wesentliche Einschrankung w, = 1, also

QO=Zr+7Z mit 7€ H
annehmen. Dabei ist die obere Halbebene H definiert durch

H:={reC; Im7 >0}
Wegen

Wy aw;+bws  ar+b ,  ad—"bc
— = = und ImTzizlmT
Wy cw +dwy T +d leT 4 d|

(8) 7=

darf man dann aber beim Ubergang von der Basis (7, 1) von € zur Basis (7/,1)
des Gitters —L=Q mit 7/ € H nur noch Matrizen U = (2%) aus der speziellen
linearen Gruppe diber Z, also SL(2;7Z) :={U € GL(2;Z) ; detU = 1}, zulassen
(vgl. 1.5(2)). Damit kann (4) wegen (6) und (1’) in der Form

z at +b
9 — = ——— 1) =(c7+d)* p(zT,1

bzw.

at +b k ..
1 - = . f; >
(10) Gy, (CTer, 1) (et +d)" - Gp(r,1) fiir k>4



