392 Kapitel VII. Analytische Zahlentheorie

1. Summen von vier und acht Quadraten

Sei k eine natiirliche Zahl. Wir interessieren uns dafiir, wie oft man eine natiirliche
Zahl n als Summe von k Quadraten ganzer Zahlen schreiben kann:

Apy(n) = #{x = (xq,...,3,) eZk; w?-ﬁ-"'—i-xi:n}_

Wir werden diese Anzahlen in den Fillen & = 4 und k£ = 8 bestimmen, und zwar gilt

flir positives n
An)=8 > d

4td, d|n
1<d<n

Agln) =16 > (=1)""d".
1£22n

Der Beweis wird auf funktionentheoretischem Wege erbracht. Durch formales Poten-

zieren erhilt man .
- m2 - T
( > g ) =Y Am)g"
n=0

m=—0co

und

Wir werden zuniichst die Funktion

)

(sie konvergiert fiir |¢| < 1) durch funktionentheoretische Eigenschaften charakteri-
sieren und die Charakterisierung benutzen, um sie in den Fillen £ = 4 und k& = 8 mit
Hilfe von EISENSTEINreihen auszudriicken. Obige Formeln fiir die Darstellungsan-
zahlen sind eine unmittelbare Folgerung aus diesen funktionentheoretischen Iden-
titdten. Der Fall k£ = 4 ist wesentlich schwieriger als der Fall £ = 8, da in diesem Fall
die EISENSTEINreihe (vom Gewicht 2) nicht absolut konvergiert.

Die zahlentheoretischen Identitdten werden sich aus Identitdten zwischen Modul-
formen und zwar zwischen Thetareihen und EISENSTEINreihen ergeben. Wir werden
die bendtigten Identitdten mit moglichst geringen Mitteln ableiten und inshesondere
von dem relativ schwierigen Struktursatz V1.6.3 keinen Gebrauch machen.

Die Fourierentwicklung der Eisensteinreihen

Wir erinneren an die Partialbruchentwicklungen des Kotangens und des Nega-
tiven seiner Ableitung:

=] 1 1
Teot Tz = +Z z+n+z—n’

n=1

N |

2 e}
Ty
(sin 72)2 L~ (z+n)?’

n=—oc

Die beiden Reihen konvergieren in C — Z normal.
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Die beiden Reihen sind analytische Funktionen in der oberen Halbebene
und haben die Periode 1. Sie miissen sich daher in FOURIERreihen entwickeln
lassen.

1.1 Hilfssatz. Mit g = >™% Imz > 0, gilt

o9}

Z (z—l—ln (2mi) an

n—=——oo

Beweis. Es ist

COS T2 1 27
meotmz =7 — i = q+ =7 — _771—27712q
SIn Tz q—l 1—¢q

Differenziert man diese Reihe nach z, so ergibt sich

(sm7Tz (2mi) an ’

was zu beweisen war. ]

Durch iteriertes Ableiten nach z erhilt man:

1.2 Folgerung. Fiir natirliche Zahlen k > 2 gilt

1 1 8 = -1 n
(-1 Z (z + n)F = (k_l)!(Qm)kz_:lnk q.

Wir formen die EISENSTEINreihe

1
Gplz)= > T (k> 4, k=0mod?2)
(¢,d)#(0,0)

64(2) +2Z{Z %‘l)k}

d=—

Aus 1.2 folgt (man ersetze z durch ¢z und n durch d)

L o0 o0

G (z) = 2¢(k) ,szk fgd

c=1d=1
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Wir behaupten nun, dass die Reihe

Yo d et (el <)

c=1d=1

fiir £ > 2, also auch fiir £ = 2, in H normal konvergiert. Zunichst formen wir
die Reihe um, indem wir alle Terme zu festem cd zusammenfassen. Man erhélt
dann die Reihe

g{ % d’“}q”.

1<d<n
Diese Reihe konvergiert fiir |¢| < 1 wegen der trivialen Abschitzung

Z A"t <n-nbl =pk
d|n
1<d<n
Da man diese Umformung auch fiir |g| anstelle von ¢ lesen kann, ist sie nach

dem Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen erlaubt.
Dieselben Umformungen zeigen nun umgekehrt, dass die Reihen

G (z) == Z { Z (cz+d)k}

c=—00 d=—o

d#0, falls ¢=0

fiir £ > 2, also auch im Falle £ = 2, konvergieren. Wir haben also auch eine
E1seENsTEINreihe G, vom Gewicht 2 definiert, allerdings ist die angegebene
Klammerung notwendig! Diese Reihe kann keine Modulform sein, da ja jede
Modulform vom Gewicht 2 identisch verschwindet. Wir werden sie detailliert
untersuchen.

Bezeichnung. o,(n) = Z d* mit k€ Ny undn€N.
d|n
1<d<n

1.3 Satz (Fourierentwicklung der Eisensteinreihen). Fir gerades k € N
gilt

G(z): = Z { Z (cz+d)k}

c=—00 d=—o0
d#0, falls ¢=0

2. (2mi)F &
= 2¢(k) + ﬁ 7;%71(”)%-

Die auftretenden Reihen konvergieren normal.
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geschrieben werden. Dabei sind a, b, ¢, d € Z und es gilt ad — be = 1.

2. Eine Reihenentwicklung fiir die Gj. Zur Herleitung einer solchen Ent-
wicklung geht man von einem Gitter der Form

(1) QA =%Zr+7Z mitIm7 >0, also 7€ H,

aus und betrachtet hier 7 als beliebig, aber fest. In der Bezeichnung von 1 ist
(2) Gi(1) := Gi(r,1) = ZI (m74+n)", k>4 gerade,

wobei der Strich an dem Summenzeichen bedeuten soll, dass iiber alle Paare

(0,0) # (m,n) €ZXZ

zu summieren ist. Natiirlich kann man die G}, als Abbildungen der oberen Halb-
ebene H nach C auffassen.

Das wesentliche Hilfsmittel besteht nun in der folgenden Verallgemeinerung der
Sinus-Partial-bruchentwicklung:

Proposition. Fir alle 7 € H und alle ganzen k > 2 gilt

) .
3) Syt = S

nez

Beweis. Durch Differentiation der Cotangens-Partialbruchentwicklung (vgl. R.
REMMERT, G. SCHUMACHER [2002], Satz 11.2.1) erhilt man die Partialbruch-
entwicklung

( T >2:Z(T+TL)72, TeC, 7¢7Z.

sin T
nez

Die rechte Seite konvergiert dabei in jedem Kompaktum in C, das keinen Punkt
von Z enthilt, gleichmiRig. Wihlt man hier 7 € H, so erhiilt man wegen ™| =
e 2™m7T <1 auch

™ 2 271 2 i 1 . % o
(sinm-) - <em'r_em'r) = (—2mi)’e m = (—2mi) .Zm .

r=1

Die Behauptung (3) ist also fiir & = 2 bewiesen. Da aber beide Seiten lokal
gleichméfig in 7 konvergieren, erhélt man den allgemeinen Fall durch wieder-
holte Differentiation nach 7. o

Die linke Seite von (3) ist offenbar in 7 periodisch mit der Periode 1, die rechte
Seite von (3) gibt diesen Sachverhalt in Form einer FOURIER-Reihe wieder. Da-
mit erhalten wir sogleich die FOURIER—FEntwicklung der EISENSTEIN—Reihen.



50 Kapitel I. Elliptische Funktionen

Satz. Fiir alle T € H und alle geraden k > 4 gilt

(4) Gr(r) = 2¢(k) +2 Z Op_1(m) - ™™ 1 c H,

mit -
s) = Zm_s ,s>1, und os(m):= Z d’, seR.
m=1 deN,d|m

Die Reihe (4) konvergiert fir e > 0 in jedem Bereich {T € H; Im 7 > &} absolut
gleichmdpfig. Die Gy, sind auf H holomorph und erfiillen

(5) ey (f:j:;) = (et +d) - Gi(7)  fiir alle (i Z) eSL(27Z).

Wegen (4) ist nunmehr klar, dass die Gy fiir gerades k > 4 nicht identisch
verschwinden.

Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz nach dem Konvergenz-Lemma 1.9 fiir
Q) = Z7 + Z kann man (2) umformen in

= Zn_k + Z Z(mT +n)F =20(k) + 22 Z(mT +n)7*

n#0 m#0 neZ m=1 neZ

Jetzt trdgt man die Proposition ein und erhélt

Gr(1) = 2((k) +2

s=1 r=1

Schlieflich fasst man die Terme mit rs = m zusammen und bekommt (4). Die
Holomorphie folgt aus der lokal gleichmiifigen Konvergenz der Reihe (4) und
(5) ist eine Umformulierung von 1(10). O

Mit Hilfe der bekannten Formeln (vgl. M. KOECHER [1987], V.5.5)

(6) (=5, 6)=

erhilt man speziell

(7) Gilr) = = <1+240 Zad 27"””),
(8) Go(T) = 555 (1 —504 - Zas 2””’”) .
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Bereits 1881 hat A. HURWITZ (1859 1919) in seiner Dissertation (Math. Wer-
ke I, 1-66) gezeigt, dass die algebraischen Gleichungen, denen die Reihen G,
nach Korollar 3.3D geniigen, Anlass zu zahlentheoretischen Aussagen geben.
Wir notieren den einfachsten Fall als

Korollar (HurwiTZ-Identitit). Fir alle m € N gilt
o7(m) = o3(m) +120 Y o3(r)os(s).

r,seN
r+s=m

Beweis. Man verwendet die Identitit 7Gg = 3G3 gemiiR 3.3(4). Triigt man hier
(7) und

Gs(1) = 2((8) + 2(2;? > or(m) - e

m=1
ein, so erhilt man nach Ausmultiplizieren eine Potenzreihenidentitit in ¢ =
e*™7 Ein Koeffizientenvergleich ergibt 7¢(8) = 6¢*(4) und

r+s=m

Das ist aber die Behauptung. O

Bemerkungen. a) Wer wegen der ,Reinheit der Methode“ oder aus anderen
Griinden die Werte (6) fiir ((4) und ¢(6) nicht als bekannt voraussetzen will,
kann diese — und eine lineare Rekursionsformel fiir die ((k), k > 4 gerade — aus
der Identitit 3.3(4) durch Vergleich der Koeffizienten von ¢?™" gewinnen.

b) Die Aussage der Proposition bleibt mit I'(k) statt (k — 1)! fiir beliebiges
reelles & > 1 richtig und wird dann manchmal nach R. LIPSCHITZ benannt (J.
Reine Angew. Math. 105, 127-156 (1889)).

c) Die im Korollar bewiesene HURWITZ-Identitéit ist eine Aussage iiber na-
tiirliche Zahlen und als solche Gegenstand der elementaren Zahlentheorie. Es
ist bis jetzt jedoch kein Beweis bekannt, der innerhalb der elementaren Zah-
lentheorie gefithrt werden kann. Ein unverdffentlichter Beweis, der mit formalen
(oder konvergenten) Potenzreihen mit Koeffizienten aus Z arbeitet, stammt von
D. ZAGIER und N. SKORUPPA (1978). Man vergleiche auch N. SKORUPPA, J.
Number Theory 43, 68-73 (1993): Fiir eine Unbestimmte (oder reelle Variable
x mit |z| < 1) setzt man

und bemerkt zunéchst die Identitat

(%) Z or(n)az" = Z m’F,,.



