MODULFORMEN ([?], S. 37-41, 109-111, 149-164)

Dieser Vortrag soll die notwendigen Grundlagen iiber Modulformen zur Verfiigung stellen.
Zunéchst sollen Modulformen von ganzzahligem Gewicht k£ eingefiihrt werden. Definieren Sie
hierzu die obere Halbebene H, die Operation von Mobius-Transformationen und den Strich-
Operator .

Erkldren Sie, warum fiir den Strich-Operator gilt:

(f], M) [eMo = f|, (Mi M) .

Hierin sind My, M, € SLy (Z) = {(‘Cz ) |a, b,c,d € Z, ad — bc = 1}. Zeigen Sie, warum es aufler
der Nullfunktion keine Modulformen von ungeradem Gewicht gibt.

Definieren Sie dann meromorphe Modulformen, erinnern Sie dabei auch an die Definition von
Laurent- und Fourier-Reihen. Erlautern Sie die Bedingungen fiir holomorphe Modulformen und
Spitzenformen. Zeigen Sie, dass es keine (holomorphen) Modulformen von negativem Gewicht
gibt.

Fiihren Sie als Beispiele von Modulformen Eisenstein-Reihen und die Diskriminantenfunktion
ein. FEisenstein-Reihen spielen eine besondere Rolle, da sie den Ring der Modulformen erzeugen
und ferner zu elliptischen Kurven in Beziehung stehen.

Definieren Sie die Eisenstein-Reihe GG, und zeigen Sie, dass diese eine Modulform vom Gewicht
k ist. In Threm Vortrag sollen Sie beweisen:

(1) Jede Modulform von Gewicht k£ kann als Linearkombination von Gj und einer Spitzen-
form geschrieben werden.
(2) Die Fourierkoeffizienten a,, einer holomorphen Modulform erfiillen die folgende asym-

ptotische Beziehung
2k
a, = —ag—o0op_1(n) + O <ng> )
By,

Hierin ist o,.(n) = -, d" die r-te Teilerpotenzsumme von n und B, die k-te Bernoulli-
Zahl, definiert durch die erzeugenden Funktion

> k
X x
k=0

(3) Es gilt falls 4 1 k
und falls 6 t &

worin p = €% .
Auch die A-Funktion
A = (60G4)® — 27 (140Gs)”

spielt eine grofle Rolle, u.A. wegen ihrer Beziehung zu elliptischen Kurven und Gittern. Zeigen

Sie, dass A eine Spitzenform vom Gewicht 12 ist.
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