10. BERNOULLI- UND EULER-POLYNOME ([1], PP. 92-93, 107-108, [2])

In den bisherigen Vortrdgen sind wir fast immer von einer Folge interessanter Zahlen
ausgegangen und haben dann iiber ihre erzeugende Funktion Eigenschaften der Zahlenfolge
hergeleitet. Fiir Bernoulli- und Euler-Zahlen, benannt nach Jakob Bernoulli (1655-1705)
und Leonhard Euler (1707-1783), ist es andersherum. Sie werden fiir gew6hnlich tiber ihre
erzeugende Funktion definiert und stellen sich als &uflerst wichtig in der Zahlentheorie heraus.

Definition 10.1. Es seien
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Dann heiflen die Zahlen B,, bzw. E,, die Bernoulli-Zahlen bzw. Euler-Zahlen.

Zeigen Sie mit Hilfe dieser Definition, dass diese Zahlen eine schone Rekursion erfiillen.
Den Beweis finden Sie auf S. 93 in [1].

Satz 10.2. (1) Es gilt By =1 und
" /n+1
B, —
S (" )me=o
k=0
fiir alle n € N. Insbesondere gilt B, € Q fir alle n € Ny und B,y = 0 fiirn € N,

wdhrend B, = —% 1t.
(2) Es gilt Eg =1 und

5 (s

fiir alle n € N. Insbesondere gilt E,, € Z und Fs,.1 = 0 fiir alle n € Ny.
In vielen Situationen ist es hilfreich, Polynome aus diesen Zahlen zu bilden.

Definition 10.3. Wir definieren die Bernoulli-Polynome By, (z) und Euler-Polynome E,(z)
durch

n

Bo(z) = i (Z) B, yt* and E,(z)=Y (Z) g:_‘,f (x - %)k

k=0 k=0

Beweisen Sie in den folgenden beiden Sétzen einige Eigenschaften dieser Polynome.

Satz 10.4. FEs gilt, dass
(1) Bn(0> = By,

(2) LB,(x) =nBy_1(z) for alln € N,
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(3) Z ()5 = etfitl for z € C and |t| < 2,

(4) B (1 —x) = (=1)"B,(x) for all n € Ny,
(5) Bn(x +1) = B,(z) + nx"! for alln € N.

Einen Beweis hierfiir finden Sie auf S. 107 in [1] oder (zum Teil) auf S. 3-4 in [2].

Satz 10.5. Es gilt, dass
(1) B, (3) = &

2 on s
2 En(x) =nkE,_1(x) for alln € N,
3

Z ();=1+etfoerCand|t|<
7}5:

(1 —x)=(=1)"E,(x) for all n € Ny,
W4+ 1) = —FE,(x) + 2z™.

Da die Beweise fiir beide Satze sehr &hnlich sind, reicht es einen von ihnen im Detail
vorzufiihren.

Geben Sie zum Abschluss Thres Vortrages folgende Anwendung fiir die Bernoulli- und
Euler-Polynome. Wie Sie noch aus dem ersten Semester wissen werden, ist es eine der be-
liebtesten Ubungen zum Thema vollstindige Induktion, Identitéiten iiber Potenzsummen zu

beweisen, z.B.
2 _ +1)(2n+1)
E k= E k 5 e

Das Problem mit Induktlon ist aber, dass man von irgendwoher schon die richtige Identitét
kennen muss. Mit Bernoulli-und Euler-Polynomen kénnen wir einen geschlossenen Ausdruck
fiir diese und &hnliche Arten von Summen angeben.

(2)
(3)
(4)
(5) £

Satz 10.6. Fiir natiirliche Zahlen n, N gelten folgende Identitdten,
Buii(N +1) - B, o : N1
an By (N+1)— B, _ Z(_l)] n B, )
n+1 = J n+1—j

kpn _ En(0) = (=) E,(N +1)
D (—1Fk" = 5 .

k=1

Beweisen Sie diesen Satz wie auf S. 108 in [1] und S. 6 in [2] beschrieben.
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